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Über die Nichtintegrabilität der 
Streckenübertragung und die Weltfunktion in der 
Weyischen verallgemeinerten Relativitätstheorie'\; 

von Ernst Reichenbächer., 


Der Einsteinschen Forderung der Invarianz der Natur- 
gesetze in bezug auf jede Koordinatentransformation hat 
Weyl die gleiche in bezug auf jede Abänderung der Eichung 
hinzugefügt und damit den relativistischen Grundzug in der 
\uffassung des gesamten Geschehens in der unbelebten Natur 
in der denkbar schärfsten Weise betont. Es scheint mir aber 
zweifelhaft, ob dieser absolut phänomenalistische Standpunkt 
sich völlig rein aufrecht erhalten läßt. Seh n wir zunächst 
einmal von der Willkür bei der Eichung ab, so läßt sich doch 
nicht behaupten, daß wir imstande sind, schlechthin jedes be- 
liebige Koordinatensystem der Naturbetrachtung zugrunde zu 
legen; es ist ja gerade das Wesen der Gravitationstheorie, 
daß durch die Schwerewirkung der Materie die Maßvoırschrift 
für das Linienelement entscheidend beeinflußt wird und der 
Riemannsche Krümmungstensor bestimmte Werte erhält: 
„Das Gravitationsfeld läßt sich nicht wegtransformieren‘“ 
Demnach erscheint jedenfalls der Krümmungstensor der Welt 
realer Natur und damit die Willkür in der Wahl der Funda- 
mentalgrößen gj,» beschränkt. Es kann daher nicht die Rede 
davon sein, jedes überhaupt denkbare Koordinatensystem in 
die Welt einzuführen, sondern nur solche, die sich dem 
Krümmungseharakter anpassen. Mit Einführung der ver- 


1) Im Verlaufe der folgenden Untersuchungen muß ich mich 
häufiger auf nachstehende Arkeiten beziehen: H. Weyl, Eine reve 
Erweiterung der Relativitätstheorie. Ann. d. Phys. 59. S. 101/f. 
1919; E. Reichenbächer, Grundzüge zu einer Theorie der Elektr. 
u. der Gravitat. Ann, d. Phys. 52. S. 134ff. 1917 nebst Nachtrag 
(angeführt als I); desgleichen 3 Arbeiten zum skalaren Gravitations- 
potential. Ann.d. Phys. 61. S. Iff.. S. 21ff.. S. 25 ff. 1920 (gemeinsam 
angeführt als II). 
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änderliehen Kichung werden die Verhältnisse zwar bedeutend 
uniibersichtlicher, aber an der Einschränkung der Willkür wird 
niehts geändert; dies hat Weyl naclıgewiesen, indem er zeigte 
(S. 117), daß nur solehe Änderungen der beiden Fundamental- 
formen zulässig sind, bei denen die Metrik von der -Deformation 
ungeändert mitgenommen wird. Aber mir möchte scheinen, 
als ob wir auch bei der Kichung selbst nieht mit unbeschrinkter 
Willkür verfahren dürften; so spricht Weyl von der „natür- 
lichen’ Eiehung der Welt (oder der Eiehung von Hause aus) 
im statischen Falle (8.124) und legt auch im allgemeinen 


Falle — allerdings bei Annahme eines spezi llen Wirkungs- 
prinzips — eine besonders ausgezeichnete Eichung fest (S. 122). 


Wenn er nun auch mit der Annahme dieses Prinzips nicht das 
letzte Wort gesprochen haben will, so ist doch bei der rechnerisch 
weit schwierigeren Einführung der von ihm grundsätzlich be- 
vorzugten Invarianten 1 und 2 (8. 132f.) nicht einzusehen, 
«daß sie in voller Allgemeinheit, d.h. ohne Bevorzugung einer 
besonderen Eichung, die Feldgesetze in bequemer Gestalt, 
d.h. als Differentialgleichungen zweiter Ordnung, ableiten lassen. | 
Ks scheint sich also zu ergeben, daß nicht nur im statischen 
Falle eine Eiehung die natürliche ist, so daß auch hier der 
realistische Standpunkt der Naturbetrachtung zur Geltung 
kommt. 

Von hier aus möchte mir der relativistische Grundsatz der 
allgemeinen Invarianz der Naturgesetze in bezug auf Koordi- 
natenwahl und Eichung nur als fruchtbares heuristisches Prinzip 
erscheinen, als ein ausgezeichneter Weg zur Naturerkenntnis, 
zu der es aber auch noch andere Wege geben kann. In bezug 
auf die Einsteinsche Gravitationstheorie kommt noch hinzu, 
daß sich zwar die Struktur der elektromagnetischen Feld- 
gleichungen aus der Kichinvarianz bei jeder Annahme für das 
Wirkungsprinzip ableiten läßt (S. 121), was für diejenigen der 
Gravitation (im Einsteinsehen Sinne) nicht gilt. Im Rahmen 
der am folgeriehtigsten durchgeführten Theorie der Relativität, 
der Weylschen, kommt also den Feldgleichungen der Elek- 
trizität eine höhere Evidenz zu als denjenigen der Gravitation. 

Das bestärkt mich in der Annahme, daß mit der Ein- 
steinschen Gravitationstheorie noeh nicht das letzte Wort 
gesprochen ist, da insbesondere die experimentellen Bestä- 
tigungen in der Perihelwanderung und der Krümmung des 
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Lichtstrahls nur eine Folgerung des Ansatzes für das L. E. Q. a 

(vgl. II, S.3) im kugelsymmetrischen Falle, aber unabhängig 

von der Annahme eines skalaren oder tensoriellen Potentials . 
sind (vgl. Nachtrag Zu I, ferner II, $. 24). 

Ich behaupte demnach zusammenfassend, daß zwar die 
Feldgesetze eine allgemein kovariante Gestalt in bezug auf 
Koordinaten und Eichung besitzen müssen, daß aber von allen \ 
möglichen nur die verwirklicht sind, die mit meiner Annahme 2 
der dureh die Elektronen bewirkten Veränderungen der Raum- 
zeitmannigfaltigkeit, nämlich der Elementardrehung und der 
Streekung oder Verzerrung des Koordinatensystems (I, Haupt- 
teil Il und II 1) verträglich sind. Diese Behauptung muß 
sich natürlich aus dem Ansatz für die Weltfunktion herleiten 


lassen. 


I. Teil. Die Nichtintegrabilität der Streckenübertragung als j 
Folge der Elementardrehung. u 

Die Einführung der Nichtintegrabilitiit der Stieckenüber- 
änzlich neues Moment in die mathe- 
matische Behandlung hinein, daß es zunächst äußerst schwer 
fällt, sich die Sache irgendwie verständlich zu machen. Da 
nun aber Weyl hieraus die fruchtbarsten Folgerungen in bezug 
auf die Deutung des Elektromagnetismus zieht, andererseits 
aber die grundlegenden Tatsachen auch aus meiner Annahme 
der Elementardrehung sich ableiten lassen (1, Hauptteil I). 


tragung!) bringt ein so 


stand es für mich fest, daß beide — Niehtintegrabilität und 
Elementardrehung — irgendwie zusammenhängen mußten. Es u 
ist mir nun gelungen, diesen Zusammenhang aufzuspüren, und, : 


im folgenden will ich den Nachweis erbringen. 

Der zweidimensionale Fall. Es erleichtert die Herleitung, 
wenn ich mich zunächst auf den Fall zweier Ausdehnungen be- 
sehränke und erst später deren Zahl erweitere, Ich hatte 
(I, S. 137) die Drehung der Elemente in einer Ebene eingeführt ; 
dadurch erhält jeder Punkt eine neue Lage. Ist demnach 
eine Funktion | für alle Punkte so definiert, daß sie von deren 
Lage irgendwie abhängt, so äußert sich der Einfluß der Ele- 
mentardrehung darin, daß I! nicht von den Koordinaten des 
Punktes abhängt, in den es durch die Drehung gekommen ist, 
sondern von den ursprünglichen. Wenn man es nun trotzdem 


3 1) H. Weyl, 8. 1081. 
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so behandelt, als hinge es von der neuen Lage ab, so ergibt 
das eine Unstimmigkeit, die zur Niechtintegrabilität führt. 


Um dies zu veranschaulichen, betrachte ich als das Element 
der Fläche, die ich zunächst als Ebene voraussetze, einen 
kleinen Kreis mit dem Halbmesser o. Es seien dann x® und x! 
die Koordinaten des Mittelpunktes; dann werden die irgend 
eines Punktes auf dem Rande 2° + ocosy, x! + @siry sein. 
Dreht sich nun das Element um den Winkel #, so erhält man 
statt dessen die Werte 2° + 9 cos (y — ®), x! + osin (y — 8). 
In diesem neuen Punkte sollen aber, wie gesagt, wie bisheı 
x" + o cos y, 2! + osiny als Argumente der Funktion gelten. 
Nun integriere ich die von y abhängige Funktion 7’ längs des 
Kreisumfanges: es ist aber, der neuen Lage entsprechend, 


al 
= — sin(y — t)+ agi? cos(y — it), 


wobei aber in I als Argumente wieder 2° + @ cos y und 
x! o sin y einzusetzen sind. In diesem verschiedenen Ansatz 
liegt eben die Unstimmigkeit, da für 9 —0 das Integral 
zwisehen den Grenzen a und natürlich den Wert 1 — 1 (a) 
hat und daher das volle Integral über den ganzen Kreis ver- 
schwindet. Bei unserer Annahme aber wird das Vollintegral 
der Niehtintegrabilität (was trotz der sich aneinander stoßenden 
Worte natürlich kein Widersinn ist): 


+ geosy,x' + gsin 7) 


J Yıy)dy= | dy osin(y — th) 


A 0 2° 
= + osi \ 
> 0 x° 
nach Taylor - 


1 (0 1 


fa 


=) 0? [cos y cos (y — 9) — siny sin (y — 


0? l(x° x’) 4 
9? cos ysin(y — #) 


(0 x°)* 


+ 


67 1 x) < 
(a 0? sin y cos (y — ”| + 
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Das erste Integral der rechten Seite verschwindet, des- 
; . 621 
vleichen das mit dem Faktor da 
6x Ox 


cos y cos (y — #) — sin y sin (y — #) = cos (2y — B) 


ist, was bei der Integration & sin (2y — ®) liefert und daher 
für diese Grenzen verschwindet. Entsprechend erhält man für 


2x 22 
. 1 1 
[eos y sin (y — th)dy - sin Sy ir) dy 
0 0 
=--asind 
und 
22 22 
» 1 . 
Jsin cos (7 (y — G sin 27 cos dy 


asin 


Daher wird, damen hen von Gliedern höherer Ordnung in o: 


fi 


Führt man daher die Funktion /] (2°, x!) um den Rand 
eines um den Winkel 8 gedrehten Flächenelementes herum, so 
erhält sie einen Zuwachs, der gleich dem Produkt aus dem 
Inhalt des Elementes, dem Sinus des Drehungswinkels und dem 
Laplaceschen Operator, angewandt auf die Funktion /, ist. 
legt man statt des Kartesischen ein beliebiges Koordinaten- 
system zugrunde, so erhält man natürlich die Gleichung: 


# 22 
0 


= no?sin VGg" 
@ éa"" 


die auch dann anzuwenden ist, wenn die Fläche keine Ebene ist. 


Der dreidimensionale Fall. Für den Fall dreier Aus- 


dehnungen sei das — wiederum zunächst Kartesisch voraus- 
gesetzte — Koordinatensystem so gelegt, daß die.r?-Achse auf 


der Ebene des Drehungsvektors senkrecht steht. Dann fällt 
die Niehtintegrabilität in der 2° x!-Ebene so aus wie im zwei- 
dimensionalen Fall. Für eine andere Ebene aber hat man zu 
beachten, daß deren Lage dureh die Drehung ebenfalls ver- 


im 
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ändert wird, so daß die Niehtintegrabilität in zwei Teile zer- 
fällt, erstens in den, der durch die Drehung in der Ebene, und 
zweitens in den, der durch die Drehung der Ebene selbst dar- 
gestellt wird. Ersteren will ich die parallele, letzteren die ortho- 
gonale Niehtintegrabilität nennen. Ich lege nun die x®-Achse 
so, daß sie den Winkel der beiden Spurlinien halbiert, die 
unsere Ebene vor und nach der Drehung in der 2 x!-Ebene 
erzeugt. Natürlich hat dieser Winkel die Größe ®. Bei dieser 
Anordnung fällt die Schnittgerade der beiden Jagen der ge- 
drehten Ebenen in die r!r2-Ebene und bildet dort den 
Winkel $ mit der ‚r!-Achse; dieser Winkel ist zugleich der bei 
der Drehung unveränderliche Neigungswinkel der gedrehten 
Ebene gegen die 2° r!-Ebene, Nun gebe z y den Winkel 
an, den der Radiusvektor nach einem beliebigen Punkte in 
der Ebene vor und nach der Drehung mit der Spur in der 
x° x!-Ebene bildet; so sind nach den Formeln der sphärischen 
Trigonometrie die mene vor der Drehung: 


(sin y cos; + cos cos y sin 2), 


z!+o 7 cos = — siny sin 


nach der Drehung 
= 
+ e(siny cos — cosf cosysin=}, 
+ 9 (cos cos; cos > + siny sin >), 
z? + osin ßcosy. 
Man erhält also wie früher, gemäß der neuen Lage: 
öl 
fev Y cos y cos + cos sin 7 sin — a) + 
0 


— cos sin cos + cosy sin > — Sin 


Dabei sind als Argumente von / anzusehen die alten Ko- 


ordinaten (in den oberen Zeilen). Entwickelt man dies — 


Taylor, so erhält man: ; 
;)+ 2sin? sin 


0 
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Hiervon stellt das erste Glied die parallele, das zweite die 
orthogonale Nichtintegrabilitit dar (in Analogie mit Weyls 
Zerlegung der Vektorkrümmung $. 109). Bezeichnet man den : 
Neigungswinkel der beiden Lagen der gedrehten Ebene gegen- 
einander mit », so ist in der Tat . 
: Mal + 
sin > = sin?sinz - 
Soll der orthogonale Teil verschwinden, so muß man eine 
Funktion | wählen, deren Gradient in die Ebene des Drehungs- | 
00 
vektors fällt, so daß also 01/0 x? verschwindet. Für eine der- | 
artige Funktion ist dann weiter 


fi (y)dy = n o?cos sin (eae +25 + Sana) 


= cos sin + Div Grad /. 
Dabei ist natürlich cos fp sin # die Komponente des Drehungs- 
vektors in der betrachteten Ebene. 
Der vierdimensionale Fall. Sind beliebig viel Ausdehnungen 
gegeben, so erhält man das allgemeine Ergebnis der Drehung 


der Punkte eines Kreises am einfachsten aus der Multiplika- 
tion der Matrizen !'- 4:9. Dabei legt die erste Matrix 


cosy —siny 0 0 : 
sın y cosy O 
} 
0) 0 1 0 
0 0 3 


den Fahrstrahl in der Ebene des Kreises gegen eine beliebige, 
aber unveriinderliche Anfangsrichtung fest. Die zweite 


a” @* ... 
Ag? a,* 


1 2 3 
A dg 4s 


bestimmt die Lage der gedrehten Ebene zu denen des 
yr 
Drehungsvektors, der gegeben ist durch 7. 


mir 
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| cos d sin 0 0 
— sınd «sd 2 
I 0 0 cos 9* sin 
0 0 —sin 0 cos d* 
Diese Matrix enthält soviel voneinander unabhängige 
Drehungswinkel 9, 9* usw., wie 2 in der Ausdehnungszahl 


stra 


parallele 
von 0 bis ©. wie auch das Ergebnis 


Für 4 Ausdehnungen lautet 


to” cos y cos P—a," sin y cos d 


sin y cos D+a," cos y Cos 


a, cos 
cos y sin a," sin y sin d 


to? siny sin #+a," cos sin ? 


a," sin d 
sınd 

Ue” COBY COS a,” siny cos d* 
a,? siny cos 0* +a," cosy Cos 
a,” cos 
cos 
cosy sind* —a,? siny sin 0* 
a2 siny sind* +a,? cosy sind* 
a,” sin 


2 an 
3 sind 


a 


Die erste Zeile 
hles nach der 


— cos 


sin y cos cos 


dieser Matrix gibt die Richtung 
Drehung wieder, 
Differentialquotienten der ersten nach dy. 


aufgeht ; ist diese ungerade, so schhiest die Matrix rechts unten 


mit 1. 


das Matrizenprodukt 


y sin d+a,! sin y sin #, 


ap! siny sin d 


1 


cos y sind, 


sin 


a," sin #@, 


cos y cos d—a,! sin y cos v, 


yecos®, 


3 siny sim 


COS 


dz) COS 


cosy sind*+a 
ay? siny sin d* —a,? cosy sind”. 
3 sin 


3 sin 


cosy cos d* siny cos d*, 


a? siny cos O* +a,3 cosy cos 
cos 


Ag? COs 


des Fahr- 


die zweite den negativen 


Wie im Fall dreier Ausdehnungen hat man hier eine 
parallele von einer orthogonalen Niehtintegrabilität zu unter- 
scheiden: um auch letztere riehtig zu erhalten, lasse ich die 
Drehung von der Lage 40 nach 10 erfolgen. Für die 

ist das offenbar gleichbedeutend mit der Drehung 


zeigt. Dieses lautet: 


ir 
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A 


orl 
(Ö + 


7) a,” 


(arp + 


1 
Uy) dj a,' 


sin | 


sin ı 


2 a,'a,?| 6 2°02? a,'a,* d2°02 


a,’ a,7|02' 02? + a,*| 02' 


q . 
. @,° «,* a? or 
2sin — cos — 
+ 2 2 a,°a,°| 02° Ox 
a,'a,*| da* a,'a,*| 


. . . 
In der ersten Zeilg steht die parallele, in den beiden anderen 


die orthogonale Niektintegrabilität. Die erstere enthält in 
sin und sin 9* 


die Komponenten der beiden Drehungsvektoren in der “a 
trachteten Ebene. 

Um die orthogonale Niehtintegrabilität zum Verschwinden 
zu bringen, kann man entweder eine Funktion ! zugrunde 
legen, deren Gradient in einer der beiden Drehungsebenen liegt 
oder aber eine solehe, bei der wenigstens die gemischten Diffe- 
rentialquotienten nach Richtungen in beiden Ebenen, also 

el 
(2° Oa 
wieder schreiben, wenn man Grad | in der #-Ebene annimmt : 


» usf. verschwinden. Im ersten Falle kann man sofort 


| ER sin (6x + (Ox*)* 7 
1 0 1 
= ao?! sin #. Div Grad /. 
a," ay 


Liegt also der Gradient der Funktion / in der Ebene des 
Drehungsvektors 9, so ist die Nichtintegrabilitat in jeder 
Ebene gleich dem Produkt aus dem Flächeninhalt, der Kom- 
ponente des Drehungsvektors in dieser Ebene und dem La- 
placeschen Operator, angewandt auf die Funktion I. Ent- 
sprechendes gilt natürlich auch für den Vektor 0* und ferner 
in einer Mannigfaltigkeit beliebiger Krümmung. Soll auch 


KL 
+ 2sin 5 cos 
= 
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Kichinvarianz bestehen, so muß zu Div Grad I noch der Sum- 


Pr 


l 
mand ge» = „ hinzutreten (vgl. Weyl, 8. 105 unten). 


Dies hat man heranzuziehen, um die von mir als elektro- 
magnetischen Sechservektor gedeutete Drehung mit dem 
Weyls zu vergleichen, der ihn gleich der Streekenkrümmung 
setzt (S. 112). Diese aber hängt (S. 109) mit der Nichtinte- 
srabilität dadurch zusammen, daß letztere 


Au 
ist. Hierin ist /;, die Streekenkrümmung also 
Ou 6 x' 


Faktor 
a) 


der Weylsche Sechservektor des Elektromagnetismus, } A 2;, 


der Inhalt des umlaufenen Flächenelementes!) und / die herum- 
geführte Strecke. Um den Vergleich durchzuführen, habe 


ich zunächst 
ol 


Ox 


aN 1 0 (A 
Div Grad / = TE 


zu bilden: nun ist aber nach Weyl (8. 104f.) der Gradient 


ot dureh Iq, zu ersetzen. Also wird 
6 x” 
DivGrad/ = — G Pr law —— G 
ol 
x 
oder é 
Div Grad / + =—/Divg =— VGq". 
VG dx" 


Ich habe also Übereinstimmung meiner Definition des 
Klektromagnetismus mit der Weylschen bis auf den skalaren 


VG öa# 
oder anders ausgedrückt: Es ist der elektromagnetische Sechser- 
vektor nach meiner Festsetzung?): 
(2) M.: = = fa: Div p. 


1) Bei Weyl ist die Festsetzung etwas anders; versteht man 


aber unter f,, die Komponente der Streckenkrümmung in der Ebene 


des Elementes Avg, wie ich es tue, so ergibt sich der obige Ansatz. 
2) Ich habe außerdem die Indizes i und %k vertauscht [vgl, I 
S. 169, Gleichung (80)]. 


= 
i 
A 
> 
. 1% 
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Aber das gilt nur, solange die Strecke / keinen Gradienten 
oder besser das Potential g keine Komponenten in der 
9*-Fläche besitzt, der Sechservektor sich also auf einen elektro- 
statischen umtransformieren lassen kann. In diesem Falle 4 
es aber möglich, daß nicht nur f;,, sondern auch M,, die 
Maxwellsche Bedingung 

Div, = ( 
erfüllt. Denn es ist, da a skalar ist: 


vr 1 


— Div, = Div, f° 

1 

öx 


verschwinden. Nun kann man aber das Koordinatensystem so 
wählen (eben im elektrostatischen Falle!), daß alle f, bis 
auf eines verschwinden, woraus sich ergibt, daß der Skalar 1/a 
oder a nur von den beiden Koordinaten abhängen darf, die in 
der Parameterfläche des Vektors f (und zugleich ®) liegen. 
Diese Bedingung würde noch einfacher erfüllt, wenn der 
Skalar a zu einer Konstanten wird. Dann unterscheidet sich 
der Weylsche Sechservektor von dem meinigen nur durch 
einen konstanten Faktor, was unwesentlich ist. Selbstverständ- 
lich dürfte dann a nieht verschwinden, wie das bei Weyl zu- 
trifft [S. 128, Gleichung (21)], der a als Divergenz der Elektri- 
zıtätsladung deutet. Letztere erhält bei mir vielmehr einen 
anderen Ausdruck. 

Im allgemeinen Fall aber, wo sich der Sechservektor nicht 
auf einen statischen zurückführen läßt, sondern auf zwei Kom- 
ponenten in zueinander „dualen“ Parameterflächen, als die 
ich die, und x? r3-Fläche wähle, während die übrigen 
Komponenten gleich Null sind, verschwindet doch für das 
Weylsche 7 die orthogonale Niehtintegrabilität. da zwar die 
quasi Gradienten von I, also die Komponenten des Potentials @, 
in beiden Flächen liegen, aber die Ableitungen dieser Kom- 
ponenten nach den in der anderen Fläche gelegenen Riehtungen 
gleich Null sind. Denn es treten ja eben keine Komponenten 
des Sechservektors in den Flächen auf, die die Parameter 
der beiden dualen Flächen gemischt enthalten; es wird also 
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Man erhält also die Niehtintegrabilität rein parallel zu 


wil om 2 / + 
0 


was auf oe 


LA © 
(3) fir = Las Ay 
führt. Darin sind a, und a, gleichfalls zwei Skalare, deren 
Summe 

a+a,=a= - — = Dive 

ı +4 
ist. Die beiden Teile a, und a, kann man übrigens getrennt 
erhalten, wenn man den Vektor g in zwei Komponenten g 
und g, in der x z!- und x? r3-Fläche zerlegt. Dann ist 


(4) a=Divgp und a, = Div q,. 


Um die Vektoren L,, und N,, aus M,, herzuleiten, nehme 
ich, um bei einfachen Bezeichnungen bleiben zu können, eine 
Minkowskische Mannigfaltigkeit mit Kartesischem Koordi- 
natensystem zunächst an. Da aber bei Übertragung auf eine 
allgemeine Mannigfaltigkeit mit beliebigem Sy. tem sich nur 
die Bezeiehnungen, aber nicht die Begriffe!) ändern, gilt die 
folgende Herleitung allgemein. Selbstverständlich ist zunächst 


+ Nai = 

dann aber gewinnt man beide durch Projektion der beiden 
(irößen sin ® und sin 9* aus deren Ebenen in die ki-Ebene. 
Sind uw und » die Kosinus der betreffenden Neigungswinkel, so 
wird L,, = u:sin®, =v-sin d*, also 

usin® + vo sin 9* M,. 
Ebenso gilt 

u* + v* sin M, 
in der zur ki-Ebene dualen Fliche; dabei ist nach einem ein- 
fachen mathematischen Satze u* =v, v® =u. So ergeben 
sich für wu und v zwei Gleichungen mit den Lösungen 


I) Im allgemeinen Falle wird 
Mat = VG-MPt, M,,, 
VG 

wenn 7, k, p, q sämtliche 4 Indizes sind. =? u ~ es 


| 
® 
‘ 
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4 M,; sin — M,;* sin 9* sin — M,: sin 
= — v= : 
sin? — sin? 4° sin? # — sin? 9* 


Daraus aber folgt 


M,; sin? & — M,* sin $ sin 9* _ Mu*sin sind — M, ; sin? 9° 


ki sin? — sin? 9* sin? — sin? #* 
und 
um sin? — ay sin? 9° + (ay — a) sin sin 
ik ki sin? 4 — sin? 4* ki sin? & — sin? 9” 


Um die skalaren Faktoren p, und p, zu berechnen, führe — 


ich zunächst die beiden Skalare des Sechservektors M,,;: 


Mme = MM = und MM) = = 


ein, auf die sich sin und sin 9* vermittelst der Gleichungen — 
zurückführen lassen: 
sin? + sin? 9* = M?’, 2sin sin = (MM*), 
+ (MEM) + Me — 
sin 9* = ı [YM? + (MM) — — MEM | 
Dann erhält man für die obigen Skalare: 
- Me — MM")? 
2V — (Me My 


Es ist zweekmäßig, die Skalare des Vektors f,; 


einzuführen. Man erhält 


sin 


= M?(p,? + + + p, Pi 

= + a, IM? + (a,?— a, — (MM: | 

= (p,? + p,,?) + yp, p,, = aa, (DEM*). 
Hieraus folgt umgekehrt: 


M? = 


2a,” Ay” 


4 


[a ? + a,,2)f? — (a,2— f* — 


J 
ne 
li- 
ne 
aur 
je 
st 
2. 
- 
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N 
| 


| 


106 Reichenbächer. 4 


— MM")? = 
[— (a,? —a,,*)f? + + 4,7) Vf* - 
- (a? — + @? +a. Vi 
(A, — Oy) 


— (a? — ayy?) f? + + a”) V — (FF)? 


Diese Werte sind in die Gleichung 


(9) fi = + Mu" 
und die aus ihr ableit bare at 
) ) —" 
) ki fix — Pu? 


einzusetzen, die den Zusammenhang zwischen dem Weyl- 
schen Sechservektor f,;, und meinem M,, angeben. Für den 
elektrostatischen Fall wird p, =0, p, =a,(= a), woraus 


wieder die Gleichung fir V,,a hervorgeht. 
herd 
Il. Teil. Die Weltfunktion. 


Die zweite von mir angenommene Wirkung der Elektronen 
bestand in einer Streekung der Parameterlinien oder Ver- 
‚zerrung des Koordinatensystems (I 8. 150). Diese setzte ich 
als Skalar voraus und habe in meiner Arbeit II die Dureh- 
_führbarkeit dieser Annahme für den allgemeinen Fall nach- 
‚gewiesen, wobei ich an der weiteren Hypothese festhielt, daß 
eine Verzerrung nicht für den Ruhraum des erzeugenden Elek- 
trons, sondern nur für die zeitliche Koordinate in Betracht 
käme: ich habe aber mehrfach angedeutet (Nachtrag zu |, 
E° 174 oder Il, 8.24). daß darin nieht das Wesen meiner 
"Theorie liegt, sondern daß sie sich auch auf den Fall anwenden 
läßt, daß der Ruhraum in radialer Richtung ebenfalls eine 


_ Verzerrung erfährt, wie das Einstein annimmt und dureh die 
F bri ; sind dies Fak ‘a 
1) Ubrigens sind diese Faktoren 
u = (a + ay) - 
Pi? — Pu“ 2a, ay - 


Pu — (a, — a) (1) 


Pu” 20, 0 Vit — = 
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bekannten experimentellen Belege stützt. Übrigens ergibt ir 
aus meiner Arbeit II, daß nur die Änderung des Krümmungs- 
maBes infolge der Verzerrung als doppelte Gradicntendivergenz 
ausgedrückt zu werden braucht [1], $8.17, Gleiehung (1)]. so 
daß ich nicht genötigt bin, von dem Minkowskischen Kon- 
tinum als unverzerrter Mannigfaltigkeit auszugehen, sondern 
z.B. auch Einsteins Zylinderwelt zugrunde legen könnte. 7) 

Wesentlich kommt aber für den Augenblick nur in Be- 
tracht, daß eben die Gravitationswirkungen dureh die als 
Skalar aufzufassende Verzerrung als Potential hervorgebracht 
werden, daß also eine solehe koordinateninvariante Größe 
existiert, die eingeführt werden muß, um die tatsächlich vor- 
handenen Krümmungsverhältnisse aus der Menge aller denk- 
mögliehen herauszuheben. Dies kann selbstverständlich nur 
«dureh die Annahme einer besonderen Weltfunktion geschehen, 
aus der sich die Feldgleichung 


(1) 2 Div Grad 


oder eine entsprechende ergeben muß, die auch eichungs- 

invariant ist. 
Nun können aber in diese Weltfunktion auch das, skalare 
(iravitationspotential sowie die „Strecke“ 
au ax 


2) 2 _ ger — — 
Oa" 62” 


seines Gradienten 


aufgenommen werden, wenn man von höheren Ableitungen ab- 
sieht. Dabei ist das Potential A nach Weyls Bezeichnung 
vom Gewicht Null, da es als Logarithmus der Liehtgeschwindig- 
keit, d.h. des Verhältnisses des (mittleren) Längenmaßes zum 
ZeitmaB gedeutet werden kann (II, 8.20). Die zweite In- 
variante gq? erhält dann das Gewicht 1. Ferner will ich 
noch außer dem einen elektromagnetischen Skalar j? den 
zweiten (ff*) aufnehmen. Unter Berücksichtigung dieser Größen 
kann man nun das Weylsche besondere Wirkungsprinzip 
(S. 121) abändern und die Weltfunktion 


setzen. Hierin bedeutet W das Weylsche W, also eine In- 
) 


variante vom Gewicht 2, die das Integral 
fw VG dx? da! dx? dx? 


1 

4 
| 
| 
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eichungs- und koordinateninvariant macht. Ich bezeiehne dic 
Invarianten im Anschluß an meine früheren Arbeiten immer 
mit deutschen Buchstaben; j? ist das Weylsche 41 (z.B. 
S. 132, 1); B. € und D sind nur von A abhängige Größen. 


ist das Wevlsche F, also (8. 110, Gleichung (7)]: 


Ve @2” 
a ist eine Konstante. Die Gravitationsfeldgleichung muß 
nun durch Variation der Größe VW herauskommen. Dabei hat 


‚ou 
man aber die kontravariante Größe gq’ Fe und daher auch 
x 


Div Grad% als unveränderlich anzusehen, da sie — zumal 
nach ihrer Multiplikation mit YG — als Quantitätsgrößen den 
Intensitätsgrößen A und gegenüberstehen (vgl. Weyl, 

6 x“ 


S. 107). Entspreehend war ich auch in meiner Arbeit I ver- 
fahren (vgl. Nachtrag S. 178), ohne das Prinzip klar erkannt 
zu haben. Es erleiehtert nun die Reehnung sehr, wenn ich 
x als unabhängig von diesen Intensitätsgrößen ansehe, wobei 
ich offenbar nicht so weit zu gehen brauche wie Weyl, der 
* konstant voraussetzt, wobei die Eichinvarianz seiner Feld- 
cleichungen in die Briiche geht. Da ich keine zweiten Ab- 
leitungen von X habe, lautet die Gravitationsgleichung 


6 éBYVG 


an da" Ow 


= VG + 20 
¢ 1/7: zur 
WW - + = 2C-F + D- Div Grad a 
+ 2yur 


6a” 


| Q» 


Um eine meiner Feldgleichung (1) entsprechende zu er- 
halten, muß die Division 


aufgehen und als Faktor von % die Zahl — 1 liefern. Letzteres 


wird erreieht, wenn © W’ ist: ersteres dagegen ergibt sich 
entweder, wenn 
T 0 oder DW 2 
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wird. Durch Einsetzen von — © für 9’ erhält man hieraus dje 
3eziehung 
D 6? 
GC, d.h 38 > td, 


wo b eine Konstante ist. Es kommen daher nur folgende zwei 
Ansätze für die Weltfunktion in Betracht: 


(5) W = + a (jf*) + B- 
oder 
(6) = P+ + + b) § — 


2 
Der zweite Ansatz führt nach Division durch — BF + 3 


zu der Feldgleichung 


® 
B—-b = 2Div Grad U + 29 B—-b 


= 2Div Grad + 
0x 


| 
, dlg —— 
6 Ig|— EB — b) + B-6 
dx" AA az" 
Da nun nach (2): == 9° ist, bedeutet dies 
Ox” 6 2* 
+ g? 5 _ opiv Grad .. 


Aa 


| -3 _y Div Grad A 


6a! 
Auf den ersten Blick scheint sich diese Feldgleiehung zu 


empfehlen, da in ihr der eine Ausdruck — § (SB — b) + B’ a? 
eine besondere Rolle spielt (vgl. auch die elektrischen Feld- 
gleichungen), ich glaube aber nicht, daß sich dieses Wirkungs- 
prinzip durchführen lassen wird, da es nieht möglich sein wird, 
die Voraussetzung zu erfüllen, daß % wnabhärsız von den 


Intensitätsgrößfen und wird, 
x" 


Annalen der Physik. 1V. Folge. 62. = 8 
= 


| 
| 
| 
h 
t 
h 
| 
a 
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Es bliebe also Ansatz 5. Dieser liefert die Feldgleichung 
— + 29° _ 2DivGrad4 + 
7 d A x n 
die sich wegen aa 


2 dig 6A OA = 


nv 
AU 4g 62" dr ‘ ac" a2” 
aut % 
(8 — =2 DivGrad A + 2grr 

reduziert. In dieser Gestalt sieht man, daß tatsächlich 5 von 
den Intensitätsgrößen nicht mehr abhängt, und deshalb muß 
ich dem Ansatz 5 für die Weltfunktion und damit der Gravi- 
tationsfeldgleichung (8) den Vorzug geben. Sie stellt auch 
eine der einfachsten Erweiterungen der Gleiehung (1) dar, die 
diese eichinvariant machen, wenn auch nicht die natürlichste. 

hei der vielmehr — ru durch das elektrische Potential p, er- 

Or 

setzt werden müßte: immerhin ist sie dadurch bemerkenswert, 
daß sie sich aus dem Ansatz 5 stets ergibt, welehe besondere 
Funktion 8 von V man auch wählen möge. Selbstverstindlich 
wäre auch die Gleiehung (7) koordinaten- und eichinvariant. 
/ur Ableitung der elektromagnetischen Gleichungen  be- 
achte man, daß re 


og 


und entsprechend 4 fur* ist. Man erhält für An- 
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ist, 
Ox 


satz 5 und 6. da D-a® unabhingig von @, und 
: aoe 


gleicherweise : 


ög, Ox" 
6 x" 


+, [BE - Borg VO + a + afer] =O. 
ex 


@BVG 58 VG = — Bg 


+ guy 


J 
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ig) 1 Haft” 


C2 


Auch diese Gleichung ist koordinaten- und eiehinvariant: 
sie kann als Feldgleichung der Elektrizität gedeutet werden. 
Das Gleiche gilt aber auch von der aus ihr hervorgehenden, 
ın der p einen Skalar bedeutet: 


l a fer" 
10) x! Ya: 
öx" 


Aus dieser allgemeineren Gleiehung würden sich der 
Wevlsche Sechservektor 


(11) her = + afer") 


und der Viererstrom 


‘ > ple (BX — W a2) 
12 | oz 
| + + a fi v*) p 
| dr" 


ergeben, und selbstverständlich ist wegen der Schiefsymmetrie 

von 
VG 

die Gleichung von der Erhaltung der Elektrizität. 

Die Feldgleichung (9) oder die allgemeinere (10) hat vor 
der Weylschen [(20) auf $. 123] nieht nur den Vorzug der 
Kichinvarianz, sondern auch den damit zusammenhängenden, 
daß die Diehte der Elektrizität nicht dem Potential proportional 
zu sein braucht, was doch der Erfahrung widerspricht und 
die seltsame Folgerung haben würde, daß im freien Äther, wo 
s” verschwindet, zugleich g” und damit auch die Feldstärke 
gleich Null wird. 

Nimmt man an, daß der Wert des skalaren Faktors 
BF — BW’ a? schon in großer Nähe der Elektronen sehr klein 
wird, so hat man das Postulat von Mie erfüllt, daß die Elek- 
trizitätsdiehte nur in gewissen Punkten merklich, sonst aber 
gering ist, wobei jedoch diese äußerst dünnen „Atmosphären“ 
sieh bis ins U ken erstree »ken. Allerdings muß man, zu- 
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nächst in Gleichung (9), dann aber auch wegen der sogleich zu 
_ erérternden Bedeutung von p in (10), die von dem bisher 
~Gebriiuchlichen abweichende Annahme machen, daß im 
statischen Falle nieht nur gp», sondern auch g, von Null ver- 
schieden ist, da es gleich 


fin Gleichung (9)] sein muß, wenn s! verschwinden, d.h. der 


Zustand stationär sein soll. Aber ich glaube, daß man darum 
keinesfalls herumkommt, wenn man an der Eichinvarianz der 
elektrischen Feldgleichungen festhalten will, und es will das 
ja auch niehts bedeuten, da g, als eine Funktion von x! keinen 
Beitrag zu den Feldgrößen liefert. Hingegen fällt dann natür- 
lich Div g von Null verschieden aus, und das muß ich ja ge- 
rade haben, wenn ich meinen Drehungsvektor M,, auf fj, 
zurückführen will {vgl. I. Teil, Gleichung (2)]. Setze ich nun 


e=0, p=-, 
so erhalte ich ohne weiteres nach (11): u u > 
3 
be” Soll diese Gleiehung auch im nichtstatischen, also all- 
q semeinen Fall gelten, so muß nach der Gleiehung (6) des 


I. Teils 

15) p= ," nebst (16) ™ 

sein. Letzteres ist wegen der Bedeutung von p, und p, nur 
dann möglieh. wenn das Verhältnis der Skalare 


(17) |- (a, — a,,)f? + (a, + a, vr- (ff? ]:(a, — a,,) (ff*) 


eine reine Zahl ist. Das müßte durch eine passende Eichung, 
die sich hier als die natürliche ergeben würde, erreicht werden. 
Die Bedingung (16), könnte auch dadurch ersetzt werden, daß 
die Verhältnisse f?: (ff*) und a, :a, Konstanten würden, was 
ja leichter zu übersehen wäre, aber meiner Ansicht nach nicht 


zulässig ist. 


| 
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Ich gebe zu, daß sowohl die Bedingung (17) wie auch die 
Kinführung des Skalares p in die Gleiehung (10) etwas Miß- 
liches an sich hat; es ist möglich, daß dieser Umstand durch 
Wahl einer passenderen Weltfunktion beseitigt werden könnte. 
Immerhin ist dieser Mangel geringfügig und mehr ein Schön- 
heitsfehler, ohne der Theorie zu widersprechen. 

Will man aus der Feldgleichung (8) der Gravitation die 
ursprüngliche Gestalt 1 herleiten, die vielleicht durch den zu 
x hinzuzufügenden Subtrahenden &, zu erweitern wäre, der 
die Krümmung der unverzerrten Mannigfaltigkeit (z. B. Zy- 
linderwelt) angibt. so erhielte man wegen (4) die weitere 
Gleiehung 
au ales 


(18) 29%" 
> 02” da" 


die sehr wohl zulässig ist. da noch genügend viel zunächst 
unbestimmte Funktionen zur Verfügung stehen, die dahin 
spezialisiert werden können, 


Es kam mir in dieser Arbeit darauf an, die Weylsche 
Definition des Elektromagnetismus mit der von mir in der 
als I angeführten Abhandlung gegebenen Erklärung in Über- 
einstimmung zu bringen. Das ist mir dureh die in Glei- 
chung (14) des II. Teiles gegebene Beziehung gelungen, alleı- 
dings bei Annahme einer besonderen Weltfunktion und einer 
vegen Schluß der Untersuchung spezialisierten Eichung. Gleich- 
zeitig habe ich gezeigt, wie sich die Weylsche Theorie zu 
meiner Behauptung des skalaren Gravitationspotentials stellt. Es 
ist demnach möglich, zu einer auch im Sinne der allgemeinsten 
Relativitätstheorie einwandfreien Lösung des Weltproblems mit 
der Aufstellung invarianter Feldgleichungen für Gravitation 
und Elektromagnetismus zu gelangen, wenn man von der von 
mir in den Vordergrund gestellten doppelten Elementarwirkung 
der Elektronen ausgeht und sich damit auf einen realistischen 
Standpunkt gegenüber dem mehr phänomenalistischen der 
telativitätstheoretiker stellt. Dabei möchte ich dahingestellt 
sein lassen, wie weit die beiden Elementarwirkungen von- 
einander als unabhängig anzusehen sind; ich habe nämlich 
nachträglich gesehen, daß es zweekmäßig ist, aus der Matrix 
des Drehungsvektors die Diagonale auszuscheiden, so daß dem- 
nach der elektromagnetische Sechservektor gleich der Drehungs- 
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matrix vermindert um die Diagsnalglieder wird. Letztere 


: stellen aber mit großer Annäherung die Einheitsmatrix dar, so 
u daß es auch verständlich wird, daß die elektromagnetischen 
: Vektoren zu addieren sind, während die Drehungsmatrizen 
multipliziert werden. Die Abweichungen, die sich dabei er- 
. veben, sind nun wohl auf das Konto der Gravitation zu schreiben, 
a die demnach nicht ganz unabhiingig von dem Elektromagne- 
. tismus bleiben kann, wie dies ja auch sowohl die von Wey! 
: als die von mir aufgestellten Gleichungen zeigen, 
» 
Wilhelmshaven, den 29, Februar 1920. 


(Eingegangen 3. März 1920.) 
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2. Die Feldgleichungen der Gravitation 
und der Elektrizität innerhalb der Materie; 
von Ernst Reichenbächer. 


Bei Weiterführung des Vergleichs zwischen der Weylschen 
Theorie des Elektromagnetismus und meiner eigenen bin ich 
sehr bald zu interessanten Folgerungen gekommen, die es 
meines Erachtens klar hervortreten lassen, daß eine Vereinigung 
beider Theorien zu dem gewünschten Ziele führen muß. . 


I. Die Gravitation. 
In meiner Arbeit über die Weylsche Weltfunktion hatte 
ich für diese eine der beiden Gestalten vorgeschlagen: 


1) -29-7 (+e 38°); 


läßt man das eingeklammerte Glied fort, so erhält man für 
die Gravitation die Feldgleichung (II 8): 


Ay Ale 
— = 2 DivGrad + 2g" 
da” Ha 


behält man es bei, so ergibt sich (wenn die Konstante b ver- 
schwindet): 

a? = = HW a2 
(3) = 2 Div Grad + 2er Ig ( 
Ox 


Für ein konstantes B geht 8 in 2 über, da dann das letzte 
Glied in W ohnedies fortfällt. 

Es ist nun möglich, mit Benutzung der elektromagnetischen 
Feldgleiehung in der Gestalt II 9: 


[Div f+af*) VG (fer 


1.9 
| = — Bg?) g(B 


Oz 
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die Gravitationsgleichung so umzugestalten, daß der Zusammen- 


hang mit meiner ursprünglichen Feldgleichung 


(5) R = 2 Div Grad A 


klarer hervortritt. Bezeichnet man die rechte Seite der 
Gleiehung (4) mit d”, setzt also 


; 
(6) | 
l x 


so erhält man 


‘ 
“38-38-89 
Setzt man dies in (8) ein, so folgt “> 
B+ B's _ piyGrad A + 


ar 
Das letzte Glied dieser Gleichung enthält das skalare Pro- 
dukt (g-e) des Gravitationsvektors g und desjenigen der 
zus d. (Ich wähle den Buchstaben e statt d, 
‘da ich den letzteren für die Massendichte vorbehalten will.) 
So wird denn 
6A 4(g-e) 
aay 
In dieser Gleiehung tritt der Zusammenhang mit (5) klar 
"hervor: denn deren wegen der ihr mangelnden Eichinvarianz 


(7) —%=2Div Grad A + 


notwendige Erweiterung würde auf 
’ 
(8 — § = 2DivGrad A + 29" 
führen. Die beiden Zusatzglieder 


_ können unter gewissen Voraussetzungen zum Verschwinden ge- 
bracht werden. Die beiden Vektoren g und d werden als auf- 
_ einander senkrecht angenommen werden dürfen, da d in die 


_ Räume konstanter Verzerrung fallen wird, deren, Gradient q 
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ist. Ks wird also erlaubt sein, (q-¢) = 0 zu setzen. Das letzte 
Glied fällt aber fort, wenn man für $ eine Konstante, die 
Weyl mit 1/p bezeichnet (S. 121f.), annimmt, wofür ja 
ılie Gleichungen (2) und (3) übereinstimmen. Unter diesen 
Voraussetzungen würde demnach die aus (5) durch die einzig 
angemessene Erweiterung auf Eichinvarianz hervorgegangene 
Gleichung (8) völlig genau gelten. Soll daneben Gleichung (5) 
selbst noch bestehen, so müßte die Eiehung so getroffen 
werden, daß 
- BDivg + 39,9) =2 p 
0a” 
wird, Es ist bemerkenswert, daß ich durch diese Überlegungen | 
wieder von der Gleiehung (3) auf (2) zurückgeführt werde, der 
ich ja aus verschiedenen Gründen den Vorzug geben wollte. 
/ugleich erhält aber die Weltfunktion bis auf das Glied « (f-f*), 
über dessen Wegfall im zweiten Teil gesprochen werden soll, 
genau wieder die Weylsche Gestalt. Dabei muß aber betont 
werden, daß man, um aus (1) die Gleiehung (2) zu erhalten, 
die von % abhängige Funktion B nicht von vornherein kon- 
stant setzen darf, da sonst das Gravitationspotential aus W 
ganz herausfillt; erst nach vollzogener Variation darf man 
Y= -3 setzen; ich hatte ja gezeigt, daB bei Unterdriickung 
des SchluBgliedes in (1), das übrigens für die elektrischen Feld- 
gleichungen gar nicht in Betracht kommt, stets Gleichung (2) 
sich ergibt, was für eine Funktion von % das 8 auch sei. 


Die Massendichte d. die ich bisher!) als definiert 


hatte, um im Übereinstimmung mit der Poissonsechen 
Gleiehung zu bleiben, wird jetzt 


(10) — 


gesetzt werden müssen, wenn sie eichinvariant bleiben soll. 
Es könnte zweifelhaft erscheinen, inwieweit es berechtigt 
ist, das Auftreten des Gravitationspotentials X und seiner Ab- 
leitungen in dem Komponenten des Fundamentaltensors, in 
denen es doch zweifellos vorkommen wird, bei der Variation 
unberücksichtigt zu lassen. Dies Auftreten ist dabei im all- 
gemeinen Falle so hoffnungslos unübersichtlich, daß es völlig 


1) E. Reichenbacher, Ann. d. Phys. 52. 8. 163. Gl. (60) 


4 
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nun 


(11) 


das 


des 


die 


aussichtslos ist, auf unmittelbarem Wege die Abhängigkeit der 
von zu ermitteln. 


Weltfunktion vorkommenden Größen % und gq? zum Ziele führt. 
Wie ich in meiner Arbeit über das skalare Gravitationspotential 
allerdings nur für den Fall des unverzerrten Ruhraumes 
gezeigt habe"), geht unter dem Einfluß der Verzerrung der 

Skalar 


in genau den entsprechenden über, so daß sich also hierin die 
Verzerrung wie eine bloße Transformation verhält. 
ich also 
ordinaten vor der Verzerrung mit Apostrophen, nach ihr ohne 
diese, so erhalte ich zunächst 


Verzerrung sind aber offenbar von dem Gravitationspotential 
frei; 
gewiesen habe, jedes beliebige Gravitationsfeld, wenn nur das 
Potential skalar angenommen wird, durch eine einzige Ver- 
zerrung aus der ursprünglichen unverzerrten Mannigfaltigkeit 
erzeugen, 


vor 
von 


herauskommen, und ich muß demnach die Änderung dieses 
Operators mit der Verzerrung berücksichtigen. 


1) E. 


Reichenbächer. 


y E. 


In dieser schlimmen Lage findet sich 
aber folgender Ausweg, der wenigstens für die in der 


ges Ah 


dae 62” 


Bezeichne 
abweichend von der angefiihrten Arbeit — die Ko- 


6 af 


_, 


0x? 


fury Of, 6 fe 


ö a’ u sv 


Ox 


ge? 


Die Komponenten des Fundamentaltensors g’"” vor der 


denn man kann, wie ich es in eben dieser Arbeit nach- 


Wenn nun aber hiermit die g’*” eingeführt sind, so ist 
nur möglich bei gleichzeitiger Benutzung der Koordinaten 
usf. Dann muß aber auch das Differential 


VG dx! da! d dx? 


Weltintegrals dureh das entsprechende 
VG dx da da’? 

der Verzerrung ersetzt werden, und damit entfällt auch 

Berücksiehtigung der Abhängigkeit der Determinante G 

W. 

Nun soll aber % als Laplacescher Operator Div Grad 


1920. 


Reichenbächer, Ann. d. Phys. 61. N. df. 


— 
- 
| 


(12) Div Grad f = DivGrad’f + g’"” 
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Uber das Verhalten dieses Operators bei der Verzerrung 
belehrt uns nun Gleichung (22) auf $. 6 der angeführten Arbeit. 
Vertauscht man wieder die Stellung der Apostrophe und setzt, 
wie ich das (vgl. 8.19) als möglich nachgewiesen habe, die 
Funktionaldeterminante a —1, so erhält man mit W statt Igl: 
6 _ Of 
Ox" 

lm letzten Gliede kann unbedenkhieh die Summation über 
alle Kombinationen der a und » mit Einschluß der 0 erstreckt 
werden, da 2 W/2 r’® gleich 0 ist, natürlich nur für das Glei- 
chung (22) zugrunde liegende Ruhsystem. 

In unserem Falle ist für f das Potential A zu setzen, und 
dann ist 
(13) Div Grad U = Div Grad’ A + a? 

kis würde daher nieht zweekmäßig sein, wie bisher % 
von A und dY%/ aa" völlig unabhängig zu wählen; denn wenn 
sich Gleichung (8) als Erweiterung von (5) ergeben soll, muß 


OF os OA 
14 — 0 at — — — 2 
dx" 


sein, Ich kann natürlich wegen Gleiehung (11) wieder die 
Koordinaten der verzerrten Mannigfaltigkeit in q? einsetzen. 
Hierin würde eine kleine Abweichung von meinem bisherigen 
Verfahren bei der Variation liegen, die aber unwesentlich ist. 
Das hat nämlich zur Folge, daß in Gleichung (3) und (4) die 
Funktion durch BW — 2% zu ersetzen ist und die Glei- 
chung (3) auch zunächst nur für das unverzerrte Kontinuum 
silt. Es müßte also zu Div Grad X noch der Subtrahend g? 
hinzugefügt werden, wenn man die Gleiehung (3) für das ver- 
zerrte Kontinuum gültig machen will. Offenbar heben sich 
aber diese beiden Abänderungen in (7) gerade wieder auf. 
Schwieriger ist die Untersuchung des Gliedes f? + a (ff* 
in YW, wenigstens was den ersten Teil angeht. Man weiß näm- 
lich von vornherein nicht, wie sich das Potential g und damit 
der Vektor f bei der gleichzeitig mit ihnen auftretenden Ver- 
zerrung der ändern. Aber gerade 
das Glied (ff*) zeigt, wie man vorzugehen hat. Es ist \ 


15) (f*) = 7 Ses + for fs 4 fos fia) 
VG 


h 
e 
e 
i 
J 
t 
1 
N 
| 
| 
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Damit zeigt sich aber das Produkt VG (ff*) im verzerrten 
System vom Potential A und seinen Ableitungen völlig frei 
und liefert also keinen Beitrag zur Feldgleichung der Gravita- 
tion. Wir gehen wohl nieht fehl, wenn wir das Gleiche von 
dem anderen Teile, d.h. von f? YG, erwarten. Aber es ist hier 
doch schwieriger nachzuweisen. Man muß zu diesem Zweck 
nämlich annehmen, daß sich der Sechservektor f,, im wesent- 
lichen bei der Verzerrung nicht anders umwandelt als bei 
einer bloßen Koordinatentransformation, nämlich geradeso mit 
der Abweichung, daß im Ruhsystem der Faktor [ oder e™ auf- 
tritt, mit dem man den transformierten Vektor multiplizieren 
muß, um den verzerrten zu erhalten, soweit die mit Null zu- 


sammengesetzten Komponenten in Betracht kommen, Es 
müßte also 
3 
(16) Ir a a, fon 


wenn u + 0, r = 0, aber 
(17) a, foo 


sein. Dann würde sich ergeben, daß der Skalar g Pf, 
in beiden Mannigfaltigkeiten gleich ist. Die Bestätigung für 
die Richtigkeit des Ansatzes (17) liegt nun aber gerade im 
Verhalten des Skalars (ff*), der, wie wir oben gesehen haben, 
keinen Beitrag zur Gravitationsfeldgleichung liefert, anderer- 
seits dies aber nur tun kann, wenn Gleichung (17) gilt. Denn 
sonst würde die Umreehnung in das unverzerrte Kontinuum 
einen solehen Beitrag hervorbringen. Es zeigt also dieser 
Skalar die Richtigkeit des Ansatzes und damit die bemerkens- 
= Tatsache, daß auch Skalare von der Gestalt f? oder 
bei der Verzerrung invariant bleiben. 

Es scheint sich damit eine eigentiimliche Analogie zur 
‘Kichinvarianz herauszustellen; denn tatsächlich sind die Ska- 
 lare g2, (ff*) alles solehe, denen bezüglich der Eiehung ein 
bestimmtes Gewicht zukommt. Diese bleiben also bei der 
_ Verzerrung invariant. Andere Skalare dagegen, wie Div Grad f. 
besitzen kein Gewicht; denn bei Änderung der Eichung um 
den Betrag @ wird Div Grad f zu 


a’ 


(Div Grad f+g" du 
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Aber hier springt die Analogie zu Gleiehung (22)!) sofort in 
die Augen, 

Tatsächlich bestehen ja nun zwischen Eichung und Ver- 
zerrung weitgehende Ähnlichkeiten, so daß ich zuerst glaubte, 
daß beide identisch wären. Auch Mie hält dafür?), daß man 
ein skalares Gravitationspotential nur als Eichung definieren 
könne, Aber so wie ich die Größe V auffasse, ist sie doch von 
der Eichung verschieden, insofern als nicht alle Strecken gleich- 
mäßıg umgeeicht werden, sondern nur die zeitlichen im Ruh- 
svstem der Gravitation (nach meinem gewöhnlichem Ansatz; 
es läßt sich aber auch für den Fa!l durchführen, daß auch die 
räumlichen Streeken in der Riehtung des Gradienten von NW, 
aber in anderer Weise als die zeitlichen, umgeeicht werden). 
Tatsächlich hatte ich ja aus dieser Umeichung der zeitlichen 
Strecken die Gravitationswirkung abgeleitet.) So kann es 
auch nicht wundernehmen, daß die Skalare bei der Verzerrung 
sich doch etwas anders verhalten als bei der völlig gleichartigen 
Kichung im Sinne Mies und Weyls; von einer Multiplikation 
mit einer Potenz des Fichskalars a ist in meiner Theorie 
keine Rede, 

Es hat sich danach das bemerkenswerte Ergebnis heraus- 
gestellt, daß, trotzdem die Verzerrung natürlich auch in den 
Fundamentaltensor, noch dazu in gänzlich unübersichtlicher 
Weise eingeht, doch bei der Variation der Weltfunktion so 
verfahren werden kann, wie ich es bisher getan habe, nämlich 
als ob der Fundamentaltensor von der Verzerrung völlig un- 
abhängig wäre. Etwa auftretende Zusatzglieder heben sich 
gegenseitig auf, 

Dies gilt, soweit ich es bis jetzt übersehen kann, allerdings 
nur unter Zugrundelegung meiner Annahme des unverzerrten 
Ruhraumes. Doch konnte ich auch für die anderen Fälle, in 
denen dieser in der Richtung des Gradienten ebenfalls ver- 
zerrt wird, bisher noch keine Abweichung von dieser Vorschrift 
finden. Insbesondere bestätigt sich die Regel von der Invarianz 
oh oh 
x" 


allgemein, 


der Skalare g"” 

l) a. a. O., 8.6. 

2) Vgl. G. Mie, Die Einsteinsche Gravitationstheorie usw. 
Phys. Zeitschr. 18, 8. 574f. 1917. 

3) E. Reichenbächer, Ann, d. Phys. 52. 8. 155ff. 1917; 61. 
Ss. 25ff. 1920. 


= 


E. Reichenbächer. 

Nur in dem Punkte ergibt sich eine kleine Abweichung, 

daß in den Gleichungen (3) und (4) zu ®’ der Subtrahend — 2% 

hinzutritt. Da in Gleiehung (3) auch Div Grad W verändert 

“wird, lautet sie jetzt 


| 2 Div Grad A 


(18) BA V+ BW’ 
+ 2yur 22 [4 ( )q?| 
bi 
Il. Der Elektromagnetismus. 

Die natürliche Eichung. Ehe ich auf die Ableitung der 
elektrodynamischen Gleichungen eingehe, möchte ich gleich 
im Anfang die in meiner letzten Arbeit über die Weylsche 
Weltfunktion vorgetragene Theorie an einer Stelle abändern. 
Ich hatte als Funktion, deren Niehtintegrabilität bei der 
Herumführung um ein Flächenstück ich untersuchte, die 
Weylsche ,,Strecke* 1 benutzt, glaube aber sie besser durch 
ihren Logarithmus ersetzen zu müssen, da sonst bei der 
‚zweimaligen Differentiation Unstimmigkeiten eintreten,  Zu- 


nächst ist Weyls Ansatz VI 199 (8.109) gleichbedeutend 
mit Vilgl Yg: ich hätte also entsprechend das Integral 


. 

zu bilden. Das kommt nun für beide Teile der Niehtinte- 
_ grabilität in Betracht, für den orthogonalen wie für den 
parallelen, Ich hatte gesagt, daß der erstere dann verschwindet, 
wenn die zweiten Ableitungen der betreffenden Funktion nach 
den „gemisehten‘ Parametern verschwinden, Das tritt fin 
unseren Fall auch. ein, allerdings nur bei passender Eichung. 
Unter „gemischten“ Parametern wollte ich solche verstehen, 
die in den beiden zueinander dualen Flächenscharen liegen, in 
denen allein Komponenten des Sechservektors f auftreten, 
während sie in den anderen vier verschwinden, In diesem 
System, das ich das natürliche der Elektrodynamik nennen will 
und in dem übrigens die Lage der Parameterlinien inner- 
‚halb ihrer Flächen noch willkürlich ist —, hatte ich die beiden 
ausgezeichneten Flächen als O1- und 23-Fläche benannt, Ge- 
mischte Parameter sind also die vier anderen Paare, Um auf 


9 
4 
4 
D 
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die Eiehvorschrift zurückzukommen, will ich daran erinnern, | 
daß ich, um im Einklang mit Weyl zu bleiben, ee durch 
x 

. 

8 _ in den Formeln 
für die orthogonale Nichtintegrabilitit gleich 


y, zu ersetzen habe. Dann wird 


OD, 
— —% oder — 
6 
was ja dasselbe ist, da « und » gemischte Indizes sind, für die 


die Komponenten des Sechservektors f,, verschwinden, Ändere 


ich die Eichung ab, so vermindern sich diese Größen je um # 

8% nd ich setze nun als natürliche Kichung diejenige fest, 2 
da 


für die nicht nur die Komponenten f,, nrit gemischten Indizes, 
sondern auch deren einzelne Glieder = verschwinden, Ist 


demmach die Eiehung irgendwie anders, so bestimme ich die 
Eiehänderung a durch die 4 Gleiehungen (immer mit ge- 


misehten Indizes) > 
(1) _ dm _ | 
2 Ox” Oa" 


Diese sind miteinander wohl vereinbar, da sie auf . 


führen, worin Z, nur von seinem eigenen Parameter und dessen 
Genossen (also 0 und 1 oder 2 und 3) abhängen darf. Diese 
Gleiehungen sind aber wiederum miteinander verträglich, da 
sie in den 4 Flächen mit gemischten Parametern tatsächlich 
auf verschwindende Komponenten des Sechservektors f führen, 
während in den beiden anderen 


. 8 Xo Ox . 0% Ö%s 


wird, was allerdings bedeutet, daß fy, nur von z® und r!, 
fo, nur von x? und x? abhängen darf. Dies ist aber wiederum 
eine Folge der Maxwellschen Gleiehungen 


(2) Div f* 0, 
die Weyl (8. 112) + schreibt. 


= 
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~ 


Für die parallele Nichtintegrabilität aber werden beim 
Ersatz von | durch lg ! die von mir mit a, und a, bezeichneten 
Skalare anders. Bisher war in einem Kartesischen System 


Diese Größen wären demnach jetzt durch 


ö’lgl lgl ö’lgl 


d.h. dureh 


520 


ögı 


GEN a q. 


a " dx: “Ox 


zu ersetzen, die in einer beliebigen Mannigfaltigkeit, in der 
auch auf Eiehinvarianz Rücksicht genommen wird, lauten 


(3) a= Dive, +9, Divo, 


wo eben g, die Komponente des Potentials g in der 01-Fliche, 
Yu die Komponente in der 23-Fläche ist.!) 

Das Hilfspotential. Diese beiden Komponenten g, und 
Yu sollen demnach als selbständige Vierervektoren behandelt 
werden, aus denen nach dem in den Gleichungen (3) ange- 
gebenen Verfahren die Skalare a, und a, gebildet werden. 
Es wird sich aber empfehlen, diese Vierervektoren in der all- 
gemein kovarianten Schreibweise zu entwickeln. Zu diesem 
/weck betrachte ich neben ihrer Summe, die ja natürlich 
gleich @ ist, ihre Differenz y, die ich das Hilfspotential nennen 
will. Es soll also sein: 


Das Hilfspotential y ist dadurch gekennzeichnet, daß im 
natürlichen Koordinatensystem des Elektromagnetismus seine 
0- und 1-Komponenten mit den entsprechenden von @ über- 
einstimmen; dagegen haben die 2- und 3-Komponenten beider 
Potentiale bei gleichen Absolutwerten entgegengesetzte Vor- 
zeichen. y wird nun offenbar durch @ selbst und den durch 
Transformation mittels des Sechservektors f aus erhaltenen 


1) Etwas Analoges ist die Einführung der elektrischen und der 
magnetischen Ruhkraft durch Minkowski in seinen ,,Grund- 
g’eichungen‘‘, Mathemat. Annal. 68, 501ff. 1910. 


| 


PN 


er 
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neuen Vierervektor mit den Komponenten g* f,, f“* gemäß 


folgenden kovarianten Gleiehungen bestimmt: one 
Pea, 
5) 


Dabei sind f? und (ff*) die bekannten beiden Skalare des 
Sechservektors f: 


(6) P= » i) = (for fos + foe + Los hi2)- 


Die Richtigkeit der Gleichungen (5) zeigt sich sofort, 
wenn man das natürliche Koordinatensystem zugrpnde legt; 
dann erhält man nämlich für « = 9 oder 1 nur von 0 ver- 
schiedene f-Komponenten, wenn 4 =1 oder 0, x = 0 oder 1 
werden; das Produkt fy, aber hat den Wert V 
Ist dagegen u = 2 oder 3, so wird A = 3 oder 2, x = 2 oder 3, 
nnd man erhält das Produkt fg, f?? mit dem Wert 0 


- Vit - 

Die Gleichungen (5) sind in derselben Gestalt umkehrbar 


— 
was ja auch selbstverständlich ist, da ja m auf dieselb> Weise 
durch Umkehrung der Vorzeichen in den 2- und 3-Kom- 
ponenten aus y erhalten werden kann wie dieses aus hm. 


7) 


Aus dem Hilfspotential y läßt sich ebenfalls ein Sechser- 
vektor k ableiten, der im natürlichen System!) mit f bis auf 
das Vorzeichen in der 23-Komponente übereinstimmt. Daraus 
ergeben sich “ie Skalare 


9 \2 3 
(fj*) = (ff) = 0. 
Der elektromagnetische (Verschiebungs-) Sechservektor h. Ich 
war in meiner letzten Arbeit zu dem Ergebnis gekommen, daß 
ich meinen Sechservektor der Elementardrehung, den ich von 
Anfang an zur Erklärung des Elektromagnetismus herange- 
1) Aber nur bei natürlicher Eichung; andernfalls verschwinden 
die Komponenten in den vier anderen Parameterflächen nicht! _ 


Annalen der Physik. IV. Folge. 63. 9 
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zogen hatte, als im wesentlichen übereinstimmend mit dem ın 
der zweiten Gruppe der Maxwellschen Gleichungen auf- 
tretenden Verschiebungsvektor h nachwies. Es war nur nötig, 
um bei der von mir angenommenen Schreibweise zu bleiben, 
die dem Operator Rot den umgekehrten Sinn beilegte im Ver- 
gleich mit der Weylschen, ein Minuszeichen hinzuzufügen, das 
aber nichts mit dem Wesen der Sache zu tun hat, sondern 
eben nur die Umkehrung in der Bezeichnung des Rot-Operators 
aufheben soll. Aus dimensionellen Gründen möchte ich aber 
mich dazu entschließen, nur Proportionalität beider Vektoren 
zu fordern, so daß ich also bei konstantem x 


E. Reichenbächer. 


h 
(8) 


setze. Nach der Gleichung (16) meiner letzten Arbeit hatte 
ich nun, um Übereinstimmung meiner Theorie mit der Weyl- 
schen herbeizuführen: 
. . 
Pur Pro — Pu 

wo p, und p, die beiden Skalare waren, die in die umgekehrte 
Beziehung (15) zwischen f und M eingehen, die ich bei meiner 
Untersuchung voranstellte. Aus (8) und (9) ergibt sich sofort 


(10) — Pur” / Pr? — pu? 


Nun hängen die Skalare 


Pu 
ud — —" 
— Pu” — Pu” 
mit den Skalaren jf? und (ff*), sowie mit den durch die Glei- 
chungen (3) festgesetzten Größen a, und a, zusammen: 
(11) a, u Au (ff *2]- le 


— Pu” 2a, ay 20, Ay 


\ — Pu” 2a, Ay m | 
Man erhält also für den Verschiebungsvektor 


| h= _ Ou) — 


2a, Ay 2a; ay 


B 


(13) 


= 


5 


é 
~ 
2 
|| 
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Nun führe ich folgende neue Größen e und % zur Ab- 
kürzung ein: 


x 
und erhalte 


lm materiefreien Ather miissen nun die beiden Vektoren h 
und f übereinstimmen; es muß also das f*-Glied verschwinden. 
Das könnte durch Verschwinden des Skalars (ff*) herbeigeführt 
werden; dann aber dürften im Äther nur Felder vorkommen, 
die sich auf einen einkomponentigem Sechservektor, d. h. auf 
ein elektrostatisches Feld transformieren lassen. Das ist aus- 
veschlossen!), also muß im Äther TE 


liimeA=1, dh.a,=a, 
Ather 
werden. Dann fällt aber auch das zweite Glied inı Koeffizienten 
von f in (15) fort, und der erste nimmt den Wert 1/A an, so 
daß 2 =1, e =1 gesetzt werden muß, um Übereinstimmung 
von h und f zu erzielen. 
Durch Verbindung der Gleichungen (3) und (14) er- 
hält man 


16) Diva + 9,9"), = Div gu t+ = 


und daraus durch Addition -und Subtraktion mit ER 
siehtigung von 4: 


16a) 


| Div w + (y, ”) "0 — 
Im freien Ather würde das die Gleichungen liefern ; 


17) lim [Dive + 4(w,w”)|=2x, kim [Dive + +(p,w’))= 
Ather 


1) Vgl. aber den nachher behandelten Ausnahmefall der Kugel- 
symmetrie, 
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Es erscheint mir zweifelhaft, ob die schon dureh die oben 
erwähnte Bedingung festgelegte natürliche Eichung weiter 
spezialisiert werden kann, daß diesen Gleiehungen in größeren 
taumzeitgebieten Genüge geschehen kann. Dann wären die 
Gleiehungen (17) nur als Grenzbedingungen anzusehen, die 
vielleicht im Unendlichen oder im ,,Aquator der Zylinderwelt 
gelten, so daß also, abgesehen von diesen Grenzen, materie- 
freie Bereiche nirgends vorkommen, wie ‘ch das ja schon in 
Übereinstimmung mit Mie als Folgerung meiner elektromagne- 
tischen Feldgleichungen festgestellt hatte. Es war nämlich un- 
möglich, daß die Elektrizititsdichte genau Null wurde, so daß 
eben die Elektronen von unendlich großen, äußerst dünnen 
Atmosphären umgeben erscheinen, so daß tatsächlich kein Ge- 
biet vorkommt, das materiefrei wäre. Die erste der Glei- 
chungen (17) liefert uns nun per Wert von 2x als Grenzwert 
des Ausdruckes Div + +} (y,y”), den dieseraußer- 
halb der Materie annehmen Eu x ist als konstant an- 
zusehen und hängt wahrscheinlich mit der Gravitations- 
konstanten zusammen, ist daher von mir auch so bezeichnet, 
ich möchte damit aber nicht behumpien, daß es mit dieser 
Konstanten übereinstimmt. 

Die Gleichungen (16a) sollen nun aber überall gelten; 
dann können die Größen e und 4% keine Konstanten sein, 
ebensowenig wie es die Skalare a, und a, waren. Sehr wohl 
aber ist es möglieh, beide innerhalb größerer Bezirke als bei- 
nahe konstant anzusehen. 

Nun liefert die Gleichung (15) für das natürliche System 
der Elektrodynamik wegen | 


P, fa" V = fo 
> 
hos =f 'y (= fos i”) . 
die Beziehungen 


> 1 . 


1) Diese Gleichungen sagen natiirlich nichts anderes aus als die 
allerersten, die ich durch Gleichsetzeu der We ylschen Nichtinte- 
q grabilität und meiner eigenen gewonnen hatte, und mit deren Hilfe 
ich die Skalare p,; und py, erst bestimmte. 
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Es zerfällt also in diesem natürlichen System, das man 
auch als Ruhsystem in bezug auf das Feld bezeichnen könnte, 
der Verschiebungsvektor in einen elektrischen Teil hy, und 
einen magnetischen Teil h,,. Beide sind mit dem Weylschen 
Feldvektor f, der in die entsprechenden Teile zerfällt, durch 
die Gleichungen (18) verbunden. Damit ist aber die Be- 
deutung der Größen e und 2 gegeben; es sind die sogenannte 
Dielektrizitäts-,, Konstante“ und die Permeabilität. Sowohl das 
Auftreten dieser Größen als auch ihr Zusammenhang mit den 
Größen gm und f, wie er durch die Gleichungen (16), (17), (4) 
und (5) gegeben ist, ist eine besonders sehöne Frucht der ver- 
einigten Theorien von Weyl und mir. 

Die Weltfunktion und die Feldgleichung. In meiner letzten 
Arbeit hatte ich aus der hier wieder als (I 4) angeführten Feld- 
gleichung (119) durch Multipl kation mit einem Skalar p die 
zweite (1110) abgeleitet (wenn ich mich der Abkürzung d” 
für die kontravariante Dichte bediene): 


ef”) 
VG 9x" 


OP 
pd” (fer+ a f*"") 
A aM 
Hierin muß a eine Konstante bedeuten, und ich wollte 
nun durch Festlegung der Eichung es so einrichten, daß in der 
Divergenz gerade der Verschiebungsvektor 


(19) 


auftritt. Es müßte also die Kichung +o getroffen werden, daß 
das Verhältnis > gleich der Konstanten a wird; dann könnte 
I 
— Pu 
gleich p gesetzt werden. Weil in dem Verhältnis — a wegen 
I 

der darin auftretenden Skalare [vgl. Gleichungen (11) und (12)] 
a, und a, der Eichungsskalar in recht verwickelter Weise auf- 
tritt, ist dies mißlich; hauptsächlich aber ist es zweifelhaft, 
ob sich diese Eiehbedingung mit der als notwendig erkannten 
natürlichen Eichung vereinbaren läßt. 

Man entgeht nun aber der Zwiekmühle, wenn man sich 
der anderen Maxwellschen Gleichungen 


Zu 


pe 

| 


(2) 


| 


An; 


wenn man 


1 


bedient, die sofort aus der Definition des Weylschen Feld- 


_ gesetzt werden kann, womit die Weltfunktion auch im elektro- 
1 


magnetischen Teil genau die Weylsche Gestalt j? — > %? an- 


und das ist sehr gut; denn aus ihnen ergeben sieh Dielektri- 


hat zu treten: 
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- 
Dvf’= 
V@ 


180 
=0 


vektors folgten. Aus ihnen folgt nämlich durch Multiplikation 
mit einem anderen Skalar 0 


20) Di *— Go Sar f * er 


lurch Addition dieser Gleichung zu (19), in der nun a = 0 


nimmt, erhält man nun sofort die Gleichung 


(10) h * 


setzt. Das Mitschleppen des Gliedes a (ff*) hat gar keinen 
Zweck mehr, da es sich glatt heraushebt, und auch die Ein- 
führung einer weiteren Invariante y Vf! — (ff*)2, an die ich zu- 
erst gedacht hatte, verbietet sich, da dann für den Fall des 
reinen Äthers h nieht mit f übereinstimmt, sondern ein Lei- 
 tungsstromglied auftreten würde. Die Hauptsache aber ist, man 


entgeht der unangenehmen Hichvorsehrift — Pu _ a, die ich 


als einen Schönheitsfehler bezeichnet hatte. Es bleibt aber 
die Notwendigkeit, die beiden Skalare p und 0 beizubehalten, 


zität e und Permeabilität A, und aus ihnen wird auch die Leit- 
fähigkeit o folgen. 
An Stelle der Gleichung (19). die ich damit also aufgebe, 


(21) Divhk = Divipf + of*) = pd” + fer? — + frur 


= = 
Der Vergleich mit (15) lehrt, daß die Skalare p und 0 die 
Werte haben: 
1+ 1 2)<1/ 
p= 2) fr (ft — (ff 
1-— 


o= — (f*)7)-' 


(22) 


= 
4 
f ı 
| 
P — Pur” Pı? — Pur? 
| 
— 
1 
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Meiner Ansicht nach wäre es nun unrichtig, die Zerlegung 
von s” in Konvektions- und Leitungsstrom in der Weise vorzu- 
nehmen, daß man ersteren gleich pd” setzte: in den Gliedern 


D 
ur + 


steckt vielmehr noch ein Beitrag hierzu. Die Ausrechnung der 
Differentialquotienten 


6a" 


wird das zeigen. Für sie erhält man 


24 dx" 
22a) 


Setzt man diese Werte in (21) ein, so bekommt man , 


| daraus: 
0 


Ox 

2A 


2A 


6a" 


1+é 


ich behaupte nun, daß die erste Schleifenklammer den 
Konvektions-, die zweite den Leitungsstrom darstellt. Zum 
Nachweis bediene ich mich wieder des natürlichen Koordi- 
natensvstems des Elektromagnetismus. Zunächst ist 


= 
— 
= 4 
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Im natürlichen System aber wird, da fog — 24 
VG (ff*) ist, 
_ Var _ tw _ fo 


ir) 2 fos + 2VGf" 


Den ersten Ansatz verwendet man bei der Differentiation 
nach x und r!. den zweiten bei der nach x? und 2? und 


und entsprechend für a), da = = 0 


or 


und entsprechend für 2%, da == Sn 0 ist. 


Nach den Gleichungen (1 4) und (16) ist aber : 
=d'yG, = —d VG, 


4 
p23 7 £23 
ever = aya, = 
Ferner ist » 
1 hes G — fas” for — fos 


VG 
wegen obiger Gleichung fo; fa; = ( f°! f??; entsprechend wird 
1 Ton his — fa f™ 
= 


th: 204* 2 for fas Var 


VG =f 
De Nun ist aber 


Es wird also 


| 
| — 
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(ff*)? x’ (ff*) + (ff Pd*: f = 


Weiter ist 


hes “ef = 
=a — 7a (fal + alt 


Ve VG 
(for Fr — (sl "In: Yu = - — fog VO 


und entsprechend 
laßt man all dies zusammen, so erhält man für die Kom- 


ponenten des Vektors, der zu p d” in der ersten Schleifenklammer 
hinzutritt, nacheinander die Ausdrücke: 


22 a Y ° fon: Vex din) V ft 01 
x [i* — =. -2 23d [da (fit) 
= 


x [ft — 1 — (ff*)?] 21 [ft — 


1-eÄ 


2A x + V fo V@x + (m ] — (ff*)? : f° 8 


— iff*)? — und 


1— es 


Es enthalten also diese Komponenten die Elektrizitits- 
diehte: aber diese geht wegen des Wechsels des Vorzeichens in 
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die 2- und 3-Komponente anders ein als in die 0- und 1-Kom- 
ponente. Berücksiehtigt man nun den Wert von 


— Pur“ 24 


so erhält der Konvektionsstrom die Komponenten 
7 ed’, 


Zur Berechnung des Leitungsstromes fasse ich die beiden 
(lieder mit 


1—ed 


dx" 2A 


zusammen. Es treten dann in den beiden ersten Komponenten 
hinzu die Faktoren 


- 7 - 
Entsprechend erhält man in dem letzten Paar 
+ — fo - => 


Zieht man nun wieder mit 


fe ° 1+ei 
dx" 24 


zusammen, so erhält man der Reihe nach 


’ 02°’ ’ 


so daß für das natürliche System sich die vier Gleichungen er- 
geben: 


de 66 
s° = Div, hk = +f" s}= Div, h = ed'+/" 
s* = Div, h=—d°+ s* = Div, h=—d® +f? 


Dies Ergebnis ist nicht weiter verwunderlich, da ja in den 


P | 
ersten beiden Gleichungen h— ef. in den letzten aber — F f 


| 


PN 


eT- 
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nach (18) wird. Es war aber die Durchrechnung nötig, um zu 
zeigen, wie sich in der kovarianten Gleichung (23) Konvektions- 
und Leitungsstrom verteilen. 

Außerdem kann man nun die Leitfähigkeit beurteilen. 
Legt man in der 01-Fliche die Parameterlinien so. daß längs 


der 2®-Linien der Skalar e konstant bleibt, so gibt 3 den- 


r' 


Gradienten an. Nimmt man ferner an, daß 


a+ 
und 


auch nur klein sind, weil der Gradient von 4 ebenfalls wesent- 
lich in die z!-Riehtung fällt, so erhält man die Formeln der 
klassischen Elektrodynamik, wenn man 
Oe- 
als Leitfähigkeit deutet. Es kann also die Dielektrizität « 
keine Konstante sein, um so weniger, je größer die heitfähig- 
keit ist, daher der Gegensatz von Dielektriken und guten 
Leitern. Somit wäre auch die letzte sogenannte Material- 
konstante o befriedigend erklärt. Es ist aber zu beachten. 
daß die Formeln (24) nur für das natürliche System der Elektro- 
dynamik gelten; die allgemein kovariante Gestalt für Ko- 
ordinaten und Eichung haben die Feldgesetze in (23), wobei 
zu bemerken ist, daß allerdings nur für die natürliche Eiehung 
die Größen e und 2 den einfachen Sinn haben, den wir ihnen 
heilegen. 
Ich möchte noch bemerken, daß jede derartige Um- 
bildung der ursprünglichen Feldgleichung (4) durch Multipli- 
kation. mit einem Skalar zu ähnlichen Folgerungen führt, weil 
Feldvektor und Elektrizitätsdiehte sich mit diesem Skalar ver- 
vielfältigen und außerdem ein Glied im Viererstrom auftritt. 
das die Feldstärke selbst als Faktor enthält und daher als 
Leitungsstrom gedeutet werden könnte. Wesentlich aber bei 
meiner Ableitung ist die Heranziehung des zweiten Skalars 0. 
der die scharfe Trennung zwischen elektrischem und magne- 
tischem Bestandteil ermöglicht; dieser zweite Skalar aber läßt 
sieh nur dann finden, wenn man auch den dualen Feldvektor 
benutzt. Es ist daher überhaupt nieht denkbar, daß der Ver- 
schiebungsvektor sich wesentlich anders darstellt, als ich ihn 


(25 ‘= 


| 
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in Gleichung (10) eingeführt habe. Die Benutzung zweier 
voneinander unabhängiger Skalare p und o als Faktoren der 
beiden Feldvektoren aber führt zu der Trennung von Di- 
elektrizität und Permeabilität und erklärt auch die letzte 
Materialkonstante, die Leitfähigkeit. Die Zurückführung dieser 
drei Größen aber auf f und g war mir nur möglich durch Ver- 
gleich meiner Theorie der Elektrodynamik von 1916/17 und 
der Weylschen; ich denke, daß damit eine starke Stütze für 
die Richtigkeit beider Theorien gewonnen ist. Daß die 
Materialkonstanten diesen Namen nieht verdienen, hängt da- 
mit zusammen, daß eben die Eigenschaften sonst gleichartiger 
Materie sich unter dem Einfluß des Feldes ändern, ja, daß 
eben das, was wir Materie nennen, in Wirklichkeit nichts anderes 
ist als eine besondere Modifikation des Feldes, d. h. eigentlich 
der Raumzeitmannigfaltigkeit. Für deren Vierdimensionalität 
glaube ieh aber ein noch stärkeres Argument als Weyl er- 
bracht zu haben, weil diese allein die so wesentliche Existenz 
des dualen Vektors ermöglicht. 


Der Fall der Kugelsymmetrie. Ist das Feld kugelsym- 
metrisch, wie wir es für den Fall eines einzigen Elektrons haben 
würden, so muß eine andere Behandlung Platz greifen. Sämt- 
liehe Größen können dann nur Funktionen einer einzigen Ver- 
änderlichen, des Mittelpunktsabstandes r sein, den ich mit 
x! gleichsetze. Dann ist die natürliche Eichvorschrift von 
selbst erfüllt, und eine Umeichung ändert daran nichts, solange 
eben der Eichskalar « auch nur eine Funktion von r ist. Das 
Feld hat nur eine Komponente f,,, und der Skalar (fj*) ver- 
schwindet. 

Somit wäre alles in bester Ordnung; nun müßten wir aber, 
wenn wir bei dem bisherigen Verfahren bleiben wollten, 


Div (P,P, = #4 


setzen. Die Divergenz wird offenbar 0, da g, eben nur die 
Komponenten g, und qg, in der zu fy, dualen 23-Fläche haben 
kann, somit in der Divergenz auch nur Differentiationen nach 
x? und x? auftreten. Man könnte dann vielleicht den Skalar 
(9, 9” )„ von Null verschieden wählen; das hat aber den Nach- 
teil, daß dann wenigstens eine der Komponenten 9, und @, 
von Null verschieden ausfällt. Da aber die r?- und 2*-Linien 
Kreise sind, würde das bedeuten, daß bei der Streekenüber- 
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tragung längs dieser Kreise, wobei sich g, und gs ja nicht 
ändern dürfen, da zr! gleich bleibt, Niehtintegrabilitäten auf- 
treten würden, während diese doch gerade auf die 2° r!-Fläche 
beschränkt sein sollen. Es bleibt also niehts anderes übrig. 
als x 4 = 0 anzunehmen, was entweder auf x = 0 oder 2 = 0 
führen muß. Beides scheint mißlich. Aus x — 0 würde näm- 
lich wegen Gleichung (14) auch e = 0 oder a, = 0 folgen. Der 
Ansatz e=-(0 ist aber mindestens ebenso unangenehm wie 
i, —0, und aus a, = 0 würde sich ergeben, daß der Drehungs- 
vektor sin 9, dessen Vergleich mit dem Weylschen Nicht- 
integrabilitätsvektor ja die Grundlage der ganzen Theorie sein 
sollte, in der 2° 2!-Ebene stets unendlieh wäre, während er in 
der a? x3-Fläche das nicht zu sein braucht, da ja fa, ver- 
schwindet. An sich wäre das ja möglich, da ja 9, imaginär 
ist; aber es würde bedeuten, daß die Elementardrehung so weit 
durchgeführt wäre, daß alle Riehtungen mit den Liehtlinien 
des Vor- und Nachkegels zusammenfielen, und das wäre doch 
wohl der Gipfel des Ungereimten, ; 

Man sieht sich also genétigt, 4 = 0 zu setzen, und diirfte 
dieser Größe dann nicht die Bedeutung der Permeabilität 
geben. Dieser Begriff wird ja aber überhaupt hinfällig, da in 
dem hier vorhandenen statischen Felde die magnetische Vektor- 
komponente ganz fehlt. Wegen (ff*) = 0 reduziert sich viel- 
mehr die Gleichung (15) einfach auf h = ef, und es ist nicht 
nötig, wie im allgemeinen Fall ei = 1 zu setzen, wenn man 
die Gleiehungen auf den Äther anwenden will; es genügt viel- 
mehr dann die Forderung, daß die einzige hier auftretende 
Größe e 1 wird, weil eben (fj*) überall verschwindet. Die 
beiden Gleichungen (17) widersprechen sich dann nicht, sondern 
laufen auf dasselbe hinaus, da y mit g identisch wird. Man 
könnte hier sogar der Forderung Genüge leisten, daß die Di- 
elektrizität e wirklich konstant würde, weil man die in der 
Eiehvorsehrift noch offen gelassene Bestimmung der Funk- 
tion x, passend treffen könnte. Es will mir aber zweifelhaft 
scheinen, ob das wirklich eine angemessene Lésung darstellen 
würde, da ¢ sich dann sprunghaft ändern müßte, wenn es im 
Äther den Wert 1 annehmen soll. Zweekmäßiger würde es 
wohl sein, über die Eiehung so zu verfügen, daß die Glei- 
chung (9) des I. Teils und damit die alte Feldgleichung (5): 


R — 2 Div Grad Y erfüllt wären. 
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Es würden also folgende Gleichungen zu erfüllen sem, 
wenn diese Eichvorschrift schon als geschehen angenommen 
wird: 

A. Die Feldgleichung der Gravitation: 


i 2 dw du 
— DivGrs VG 
R = 2DivGrad A VG yo 
B. Die 0. Feldgleichung der Elektrizität: 
liv, f = — d VG d Po 


ya dr dr 
U. Die 1. Feldgleichung der Elektrizität: 


Div, f = 0 = BE —@B—2B)¢ 
In - d lg(Bs — - 
1 


4 dr 


Hierzu tritt noch die Gleichung E.: 
und F.: 
(Ge) 


und Wegen Goo = r?, ggg = r? cos? x? die Formel 
G = geo Gy, os? 2°. 


Die Größen gg und g,, hängen mit A zusammen, und zwar ist 
Yoo = e?* zu setzen, während g,, = 1 wird, wenn man an der 
Annahme des unverzerrten Ruhraumes festhält; bei Voraus- 
setzung der Einsteinschen Verzerrung wird dagegen 

1 


- Nun ist die beste Wahl der Funktion ® die, sie konstant, 
nach Weyls Bezeichnung — 1/ß, zu setzen, wodurch 9’ ver- 
schwindet. Dann enthalten aber die 6 Glejehungen A, bis F. 
r noch die 7 Veränderliche » x a2 

immer noch die 7 Veränderlichen W. 8. 5. 9°. Po. 9, und e. 


Pr2 

| 
| 

e 

{ 

4 

4 

da 
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Man könnte demnach über eine von ihnen noch willkürlich ver- ; 
fügen. Das hatte ich in meiner ersten Arbeit!) getan, indem _ 
ich §& konstant annahm, allerdings mit zwei verschiedenen 
Werten, 0 im Außenraum und positiv .m Innern der Elek- 
tronen. Ob dieser Ansatz im Lichte der Gleichung (10) des 
|. Teils nieht besser durch den entsprechenden für die Größe 
5 zu ersetzen wäre, oder ob eine davon abweichende An- 
nahme, die die Unstetigkeiten vermeidet, vorzuziehen ist, 
möchte ich dahin gestellt sein lassen. Jedenfalls zeigt sich die 
Notwendigkeit, eine weitere Hilfshypothese zu treffen, gerade 
wie bei Weyl, der % konstant annahm, und ebenso die 
Schwierigkeit, die Funktionen aus den Differentialgleichungen 
wirklich zu ermitteln. Man kann natürlich zunächst die Größe & 
beiseite lassen und zuerst die fünf anderen Gleichungen - 
1 


trachten. Setzt man in ihnen 8 u % so erhält man 
dlg(&+29?) 1 4d do 3 


Eingehendere Lésungsversuche will ich aber zurückstellen, 7 
bis es mir gelingt, die oben erwähnte Hilfshypothese passend < 
zu wählen. 

Zusammenfassend aber läßt sich über den Fall des kugel- 
symmetrischen Feldes sagen, daß er nur einen Skalar e zulaBt, 
während der der Permeabilität entsprechende Skalar A ver- 
schwinden muß. Wir nehmen nun aber an, daß diese von 0 
verschieden ist und im Grenzfalle 1 wird, und das scheint mir 
ein Grund dafür zu sein, daß genau kugelsymmetrische Felder 
nieht existieren. Somit können gerade wie in der Mieschen 
Theorie?) derartige Felder nicht auftreten; man wird also zur 
atomistischen Struktur der Elektrizität geführt. Für nur an- 
nähernd erfüllte Kugelsymmetrie wird aber der Grund hin- 
fällig, Div py + (9, p”), = 0 zu setzen; es entfällt also die 
Notwendigkeit, x oder 2 verschwinden zu lassen, so daß man 
demnach imstande ist, die für den allgemeinen Fall entwickelten: 
Gleichungen mit voller Strenge anzuwenden. 

Energie- und Impulssatz. Indem ich zum al'gemeinen 
Fall zurückkehre, um Energie- und Impulssatz abzuleiten, bim 


1) E. Reichenbächer, Ann, d, Phys. 52. S. 151. 1917. 
2) G. Mie, Grundlagen einer Theorie der Materie. Ann. d.. 
Phys. 89. S. 36. 1912. ae 
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ich zu einem der alteren Theorie entsprechenden, aber von 
den neueren Methoden Kleins!) und Weyls?) abweichenden 
Verfahren genötigt. Das liegt einmal an meiner Annahme 
des skalaren Potentials, zweitens an der Einführung des 
Skalares p außerhalb der Weltfunktion, um zur Aufstellung 
der elektromagnetischen Gleichungen (21) oder (23) zu kommen. 

Ich bilde also entsprechend, wie das Minkowski?) und 
Laue*) getan haben, den Welttensor 


(26) +h — fig — 
und von diesem die Divergenz ae 
K = Div — G I ra 
| — — hi 


Nach einem dem Laueschen genau nachgebildeten Ver- 
fahren erhält man dann 


— fua Div, 2}. 


j In diese Gleichung setzt man ein [nach (14) und (I 6) 
Div, = d*, [nach (21)] Div, = s«, [nach (2)] Div, f*"*=0 
und schließlich einen neuen Vierervektor 


a j va 1 ö % 
| Div, h* Va VG h* x 


(28) 
1 6 va 
Dann 


Führt man nun wieder für h den Ausdruck pf - o f* 
ein, so bekommt man 


(29) + 8*) + — t*)}. 


“ 
I) F. Klein, Göttinger Nachr. 1918. H.2. 8. 171 tf. 
2) H. Weyl, Ann. d. Phys. 59. S. 114ff. 1919. 
. 3) H. Minkowski, Math. Ann, 68. S. 507ff. 1910. 
4) M. v. Laue, Relativitätsprinzip. 2. Aufl. S. 86. 
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Zwecks weiterer Umbi!dung will ich erst den Vektor - 


bereehnen. Nach (28) ist : 
= yDivf* + Divf+ f* + fre 
r 
d.h. nach (2) und (1 4, 6): 
de + rer 


rechnung für das natürliche Koordinatensystem des Elektro- 


Führt man hierin übrigens wieder wie bei s“ die er 


magnetismus dureh, so erhält man die Gleichungen 


» 64 
1 _ f*01 
* 32 3 08 
=f t =f Ox?’ 


die den Gleiehungen (24) entsprechen und wie sie zur Be- 
stätigung der Richtigkeit herangezogen werden können. Sie 
zeigen übrigens, daß der Vektor t verschwindet, wenn die 
Permeabilität von 2° und r!, die Dielektrizität von 2? und x? 
unabhängig ist. 

Aus Gleichung (21) folgt ; 
ey 


= st — ‘va 
/ dx” 


» 


Setzt man diesen Wert und 1° aus (30) in (29) ein, so er- | 
hält man 


. "* . 
+9) 


Die Klammerausdrücke sind nun aber die Produkte der 
Skalare j? und (ff*) mit dem bekannten Vektor 67, der 1 be- 
deutet, wenn « =» ist, sonst aber verschwindet. Man er- 


hält also 


Cz Cz 
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In diese Gleichung kann man die Ausdrücke für 
‘ p 
da" 


aus (22a) einsetzen; nach Zusammenziehen erhält man dann 


or 
- - Vf - 


- Diese Gleichung würde an die Stelle der Minkowski- 
sehen!) (91) und (92) treten; es ist bemerkenswert, daß das 
dem „Ruhstrahl“ 2, der sich übrigens aus dem Skalar (fj*) 
herleiten ließe, entsprechende Glied mit dem Faktor ei - 1 
bei mir gerade herausfällt. 

Die Erhaltung von Energie und Impuls ‘st gewahrt, wenn 
man den Vierervektor K als den der ponderomotcrischen Kraft 
bezeiehnet; der Tensor T enthält dann in seinen rein räum- 
lichen Komponenten in bekannter Weise die Spannungen, in 
den gemischten den Poyntingschen Vektor und in der rein 
zeitlichen T,® die Energie des elektromagnet schen Feldes. In 
dessen natürlichem Koordinatensystem erhält man die Ruh- 
energie“ 


34 | = 4P af" — fs = — 
Für den freien Äther, wo ja ¢ — 4 = p = 1 werden, gibt 
dies 
(35) 
Ather 


Diese Auffassung der ponderomotorischen Kraft würd: 
auch zu meiner Ableitung des Coulombschen Gesetzes im 
3. Abschnitt meiner ersten Arbeit?) passen, die den zu h pro- 
portionalen Drehungsvektor sin ® benutzt. 


1) H. Minkowski, a. a. O., 8.511. 
2) E. Reichenbächer, Ann. d. Phys. 52. S. 147ff. 1917. 
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Zusammenfassung. 


Der Feldgleiehung der Gravitation 


iN 2 Div GradA 


ist die Gestalt gegeben worden, die sie eichinvariant erscheinen 
— 5 =2DivGradA g,. . 
Neben dem elektromagnetischen Potential ist ein Hilfs- 
potential y eingeführt 


und mit seiner Hilfe die Skalare « und / definiert: — 


\ x . 


Div ue + (F, = — (1 2). 


Diese gehen in die Gleichung ein, die den Verschiebungs- 
vektor h auf den Feldvektor f zurückführt: 


und haben die physikalische Bedeutung von Dielektrizität und 
Permeabilität. Die Feldgleichungen der Elektrizität erhalten 
dann die Gestalt 


+ If = - 
+ 


wobei die Scheidung in Konvektions- und Leitungsstrom durch 
die Schleifenklamm«rn angedeutet ist. Die Umreehnung auf 
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das natürliche Koordinatensystem des Elektromagnetismus 

gibt die Leitfähigkeit o gleich der räumlichen Anderung Ep 
der Dielektrizität e. 

Für den Fall des kugelsymmetrischen Feldes ergibt sich 
die Notwendigkeit, 2 — 0 zu setzen, was auf die Nichtexistenz 
— Felder, in völliger Genauigkeit genommen, schließen 

läßt. 

Während der Erhaltungssatz der Elektrizität in der Weyl- 
sehen Gestalt abgeleitet wird, ist für Energie- und Impulssatz 
auf die ältere Methode von Minkowski-Laue zurückgegriffen. 

Die Feldgleiehung n für Gravitation und Elektromagne- 
‘tismus sind sowohl koordinaten- wie eiehinvariant. Aber zur 
einfachen physikalischen Deutung der Materialkonstanten e. 
4. 6 muß eine natürliche Kichung gewählt werden. 

Wilhelmshaven, den 15. Marz 1920. at at 
(Eingegangen 23. März 1920.) | 
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3. Zur Theorie der Hochvakuumentladung; _ 
von George Jaffe. 


Einleitung. 

Die unipolare Leitfähigkeit, welche dem absoluten Vakuum 
durch Elektrizitätsträger eines Vorzeichens mitgeteilt werden 
kann, ist schon wiederholt Gegenstand theoretischer Unter- 
suchung gewesen. J. J. Thomson!) hat zuerst die Glei- 
chungen für diesen Fall aufgestellt und aus ihnen eine Methode 
zur Bestimmung der spezifischen Ladung der betreffenden 
Elektrizitätsträger abgeleitet. Später haben Child?) und Lang- 
muir?) aus den gleichen Grundgleichungen unter verein- 
fachenden Anfangsbedingungen die Stromspannungscharakte- 
ristik abgeleitet, und Schottky*) hat den Einfluß der An- 
fangsgeschwindigkeiten und ihrer Verteilung nach dem Max- 
wellschen Gesetz einer eingehenden Analyse unterzogen. 
Dagegen ist dem Verfasser keine Arbeit bekannt, in welcher 
der EinfluB von Gasresten und die durch sie bedingten Ab- 
weichungen vom Verhalten des reinen Vakuums theoretisch 
behandelt würden. Eine solche Untersuchung scheint aber 
von Interesse, weil der Experimentator es naturgemäß niemals 
mit dem absoluten Vakuum zu tun hat und weil sich von 
vornherein nicht übersehen läßt, inwieweit die Verhältnisse, 
die im absolut leeren Raum herrschen würden, durch die An- 
wesenheit von Gasresten modifiziert werden. Im folgenden 
ist der Versuch gemacht, die Theorie in dieser Richtung zu 
vervollständigen, jedoch nur für den Fall, daß der Gasdruck 
außerordentlich gering bleibt. 


1) J. J. Thomson, Conduction of Electricity through Gases, 
2. Aufl. 1906, S. 223. 

2) C. D. Child, Phys. Rev. 32. S. 492, 1912. 

2) J. Langmuir, Phys. Rev. (2) 2. S. 450. 1913; Phys. Zeitschr. 
15. S. 348. 681. 1914. 

4) W. Schottky, Phys. Zeitschr. 15. 5. 526, 624, 656, 872. 1914; 
Ann. d. Phys. 44. S. 1011. 1914; Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 16. 
S. 490. 1914. 


| 
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$ 1. Theorie der Hochvakuumentladung bei ebener Anordnung. 


Wir untersuchen zuerst die Leitfähigkeit zwischen zwei 
; unendlich ausgedehnten parallelen Platten, deren eine Elek- 
5 tronen auszusenden vermag. Wir legen die z- Achse unseres Ko- 
- ordinatensystems senkrecht zu den beiden Ebenen; die emittie- 

_ rende Elektrode befinde sich bei x= 0 und sei Kathode, die 

' _ Anode befinde sich bei x. Es möge sich ein Gas zwischen 
den Platten befinden, so daß lonisation durch Stoß und Wieder- 
_  vereinigung stattfindet; der Gasdruck soll aber so niedrig sein, 
daß die positiven lonen wegen ihrer geringen Zahl und Ge- 
schwindigkeit keinen merklichen Beitrag zum Stromwerte liefern. 
Von der Anwesenheit negativer Ionen soll abgesehen werden. 
Unter diesen Annahmen tragen die positiven Ionen nur zur 


. Verteilung des Potentials 7 bei; nach der Poissonschen 
Gleichung wird 
(1) 


d x* 
wenn unter e die Elementarladung, unter p und x die Zahl 
der positiven Ionen, bzw. Elektronen pro ccm verstanden wird. 

Die Stromdichte © wird unter den gemachten Annahmen 
(2) i=env, 

wenn v die Geschwindigkeit der Elektronen bedeutet und der 

Strom Einfachheit halber positiv gerechnet wird, wenn die 

Elektronen sich in der Richtung der positiven 2 bewegen. Da 
_ die positiven Ionen keinen merklichen Beitrag zum Strom 

_ liefern sollen, erfordert der stationäre Zustand die Beziehung 
(3) Q-enp=Q, 
' wo Q die Zahl der pro Sekunde und ccm erzeugten lonen, 
und « der Wiedervereinigungskoeffizient ist. 
Für die Geschwindigkeit v der Elektronen machen wir 
den gleichen Ansatz, wie ihn Langmuir für das absolute 
Vakuum macht 


(4) 


(m = Elektronenmasse), d. h. wir beschränken die Betrachtung 
auf so hohe Werte von /, daß die Anfangsgeschwindigkeit ver- 
nachlässigt werden kann, und wir setzen weiter voraus, daß 
die Geschwindigkeit der Elektronen durch die anwesenden Gas- 


q 5 
= 
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moleküle nicht nennenswert modifiziert wird. Letztere An- 
nahme steht natürlich, streng genommen, im Widerspruch mit 
der Berücksichtigung von Stoßionisation und Wiedervereini- 
sung. Die Gleichung (4) ist auch nicht so zu deuten, als ob 
im Entladungsraume keine ungeordnete Bewegung stattfände, 
so daß die Elektronen in Form eines gerichteten Kathoden- 
strahles den Raum durcheilen; das dürfte nicht einmal im 
Vakuum in aller Strenge der Fall sein. -Die Gleichung (4) ist 
lediglich ein Ausdruck dafür, daß bei genügend niedrigem 
Gasdruck die Geschwindigkeiten der Elektronen nicht merklich 
von denen verschieden sind, die im absoluten Vakuum herrschen 
würden. Dann wird es auch erlaubt sein, die seitlichen Kom- 
ponenten der Geschwindigkeit gegenüber der Geschwindigkeit 
in Richtung des Potentialgefälles zu vernachlässigen und dem- 
nach die Zahl der wirksamen Stöße proportional der Strom- 
dichte zu setzen. Es wird also vr 
5) = qe 
wo nun g selbst noch proportional dem Gasdruck ist und im 
übrigen als konstant angesehen werden kann, wenn nur / hin- 
reichend weit über der lonisierungsspannung liegt. 

Die Gleichungen (1) bis (5) stellen ein hinreichendes System 
— die 
Unbekannten V, n, p, @ und » als Funktionen von x und i zu 
bestimmen. Die Gleichungen gelten nur für hinreichend nied- 
rige Werte des Gasdruckes und für hinreichend hohe Werte 
der Potentialdifferenz / zwischen den beiden Platten. Die 
Annahmen sind so gemacht, daß die Gleichungen das Mindest- 
maß von Abweichungen von den Verhältnissen des absoluten 
Vakuums darstellen; es ist ja im Grunde mur der Einfluß der 
positiven Ionen auf den Potentialverlauf berücksichtigt; aber 
gerade dieses Mindestmaß ist von Interesse. 


dar, um bei gegebenen Grenzbedingungen für / und 


Die Behandlung der aufgestellten Gleichungen läßt sich 
ohne Schwierigkeit durchführen. Eliminiert man » zwischen 
2) und (4), so ergibt sich 


233 * 


| 2 


148 


Jaffe. 


dieses und (5) in (3) eingesetzt, ergeben 


/2eV 
und aus (6), (7) und (1) erbalt man schließlich die Differential- 


gleichung für /: 


dx: 


wobei 
a =ai a= 

(9) | 

| b, = b=- 
gesetzt ist. 

Multipliziert man (8) mit = und integriert, so erhält 
man 


wenn / an der Kathode gleich Null gesetzt wird. Was den 
Wert des Potentialgradienten an der emittierenden Elektrode 


betrifit, so setzen Child und Langmuir = 
Jr=0 


und Schottky hat gezeigt, daß diese Annahme statthaft ist, 
wenn die Anfangsgeschwindigkeit der Elektronen vernachlässigt 
werden darf, d.h. wenn so hohe beschleunigende Potentiale 
betrachtet werden, daß dagegen die verzögernden Potentiale 
verschwinden, welche die Elektronen vermöge ihrer Anfangs- 
geschwindigkeit überwinden können. Da wir uns auf diesen 
Fall beschränken, darf also die vereinfachende Annahme 


di 
( ie). 0 


gemacht werden. Trotzdem wird es sich als nötig erweisen, 
auch von Null verschiedene Werte des Anfangsgradienten in 
Betracht zu ziehen; um aber zu bequem übersichtlichen 
Resultaten zu gelangen, wollen wir den Einfluß der positiven 
Ionen und des voneinander unter- 


suchen. 


b # 
as 
i 


wo in der üblichen Weise 


Zur Theorie der Hochvakuumentladung. 


a) Einfluß der positiven Ionen. 


Wir setzen also zunächst (Sr) = 0 bei beliebigem 2,. 
Dann erhalten wir aus (10) durch Separation der Variablen: 
dV 
me 
Führen wir hier zwei neue Variable ein ; 
4 
| „= V2, £ 
2 
'12) | V2a, 1 . 
so ergibt sich 
13) 
und setzen wir nun noch : 
14) „= COS g, 
so wird aus (13) 7 
d 
15) —1/, sin?g dy — md 
V1—'/, sin? g 


Integrieren wir diese Gleichung und bestimmen die Inte- 
grationskonstante so, daß / für « = U verschwindet, d. h. also 


y= > für & = 0 wird, so ergibt sich 


Fk, 
| ¥ sin? q und 
16a) ion 
y 


die elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung be- 
deuten.?) 


1) Tabellen der elliptischen Integrale findet man bei E. Jahnke 
und F. Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. B. G. Teubner, 
Leipzig und Berlin, 1909. — ~~ 
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Die Gleichung (16) stellt zusammen mit den Definitions- 

PR d gleichungen für die Hilfsvariablen 9 und & (12) und (14) und 

für die Konstanten a, und 5, (9) den gesuchten Zusammen- 

-W hang zwischen /, i und x dar. Sieht man z als kon- 

stant an, so erhält man die Stromspannungskurve, und bei 

konstantem ergibt sich der Feldverlauf zwischen den Elek- 

troden. Es empfiehlt sich noch, die Abhängigkeit von i explizit 
zum Ausdruck zu bringen. Aus (12) und (9) findet man 


und hieraus“ 


(17) 


mit der Bedeutung 


(17a) j =iz’; 
Der „reduzierte Strom“ j hängt also, außer von / und 
: der universellen Konstante a, nur von dem einen Para- 
meter x ab. Der Gang der Rechnung ist der, daB zu ge- 
gebenen Werten von i, x und / aus der ersten Gleichung (17) 
zuerst £ berechnet wird; dazu findet man das zugehörige 
9= cos gy, indem man den Zusammenhang zwischen g und & 
mach (16) graphisch oder tabellarisch aufstellt. / ergibt sich 
dann aus.der zweiten Gleichung (17). (Sind nicht i und z 
beide vorgegeben, so ist es natürlich einfacher, zu zusammen- 
gehörigen Werten von & und ,; nach (17) j und / zu berechnen). 
Stromspannungskurven für verschiedene x-Werte gehen durch 
eine einfache Transformation auseinander hervor; will man von 
der Charakteristik für den Wert x zu derjenigen mit dem Werte yx 
übergehen, so hat man — wie (17) zeigt — nur die j-Werte mit 
_ y’ und die V-Werte mit y? zu multiplizieren, oder mit anderen 
Worten: j/x* ist universelle Funktion von »/x°. 


- 


TER 


4 


= 

Fiir sehr kleine Werte des Stromes versagt die Glei- 
x chung (16); » darf nicht größer als 1 werden (wie sich am 
ae _ einfachsten aus (13) ergibt. Für 7 = I erreicht £ seinen 


Au 


höchsen Wert 2 


| 
— an 
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(18a) 


bleiben. Praktisch ist das für alle Potentialwerte erfüllt, die 
nicht schon durch die früheren Annahmen ausgeschlossen sind. 

Für kleine Werte von 4, kann man die linke Seite von. 
Gleichung (11) nach Potenzen von 2, entwickeln. Vernach- 
lässigt man Glieder zweiter Ordnung, integriert und berück- 
sichtigt (9), so erhält man die Näherungsgleichung 


2b 
(19) 


7; = Jair. 


ein, so ergibt sich nach der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten 


(20) V = (a, 


mit der Bedeutung 

20 9a 9 b 2b 


Setzt man in (20) 4,=0, so erhält man die Child- 
Langmuirsche Formel, und das zweite Glied gibt die Korrek- 
tion an, die infolge der Anwesenheit positiver Ionen an ihr 
anzubringen ist — hinreichend kleines 4, und 2 und hin- 
reichend großes i vorausgesetzt. Man erkennt, daß die pro- 
zentische Abweichung von der Grenzformel dem Produkt von 
b und x’: proportional ist. Da nun 5 dem Gasdruck pro- 
portional ist (s. Formel (9) und S. 147), ergibt sich daraus, daß 
die Anforderungen an die Güte des Vakuums um so höher 
werden, je größer der Elektrodenabstand ist, wenn für einen 
gegebenen Stromwert die Grenzfunktion bis auf einen be- 
stimmten Betrag erreicht werden soll. (Dasselbe folgt auch 
im allgemeinen Falle aus den Formeln (17), denen zufolge 
der reduzierte Strom außer von / nur von x, d.h. dem Pro- 
dukt von 5 und x? abhängt). 

Wir wollen nun noch den Fall behandeln, daß nach der 
Spannung, nicht zwischen Kathode und Anode, sondern zwischen 
zwei beliebigen Ebenen („Sonden“) z, und z, = z, + d gefragt 
wird. Bei strenger Berechnung hat man dann für jeden Strom- 


‘ 
Setzt man hier 
/ = ae ita 


wert i nach (16) und (17) die zu z, und z, gehörigen Poten- 
tiale /, und 7, zu berechnen und die Differenz /, — V, zu 
bilden Bei kleinem 5 findet man aus (20) 


21) V,—V, — B, di) 


wenn gesetzt wird 


9A = 9a (ar, x, 
216 1 d? 
(21a) 


d. h. die Näherungsforme! (21) wird mit (20) gleichlautend, 
wenn man die Konstanten a, und J, durch A, und B,, bzw. 
a und 5 durch 4 und B ersetzt. Das legt den Gedanken 
nahe, eine brauchbare Fortsetzung der Kurve (21) nach der 
Seite kleinerer i-Werte in der Weise zu gewinnen, daß man 
die Konstanten A, B und d statt a, 4 und z in (17) und (16) 
einsetzt. Diese Berechnungsart würde sich dann empfehlen, 
wenn x, und x, nicht einzeln bekannt sind, sondern nur ihr 
Abstand d; es wäre dann erlaubt, 4 und B einfach als em- 
pirisch zu bestimmende Konstante anzusehen. 


Die numerische Prüfung ergibt, daß die angegebene Be- 
rechnungsart in der Tat mit.guter Annäherung zum Ziel führt; 
wäre z. B. z, = 20 und x, = 23, so würde der Fehler im 
Potentialwert bei = 10”? Amp. etwa 1 Proz., bei ¢ = 3-.10”° 
nur noch 0,2 Proz. betragen (dabei ist für 5 der Wert 1,2. 10”* 
eingesetzt). Wir können diese Betrachtung dahin zusammen- 
fassen, daß die abgeleitete Strom-Spannungskurve auch für 
Sondenmessungen gelten muß, wenn die Konstanten in der an- 
gegebenen Weise abgeändert werden. 


Der abgeleitete Zusammenhang zwischen reduziertem Strom 
j= ix? und Potential ist nach (16) und (17) für einige Werte 
des Parameters x berechnet und in Fig. 1 wiedergegeben 
worden. Es wurden technische Einheiten für die Stromdichte 
und die Potentiale verwendet; der Wert des Koeffizienten a, 
ist dann nach Langmuir!) a, = !/a33.10+ = 4,29 - 10%. Als 


| 
| 
Br 
: DJ. Langmuir, Phys. Zeitschr. 15. S. 351. 1894. 7 
ty 
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Abszissen wurden die Werte von /*:, als Ordinaten die redu- 
zierten Stromdichten j = ir? eingetragen; die Kurven 1—4 be- 


ziehen sich auf die Parometerwerte x = 0; x =1-10-°; «= 
2-10-° und x = 4-107°, die Kurve 1 stellt also die Lang- 
muirsche Charakteristik für das absolute Vakuum dar und 
die zunehmenden x bedeuten zunehmenden Gasdruck. Man 
of 
287 
Sr 
a 
Kurve 1: n=0 
» 
3:0:205 
» 
SH 
8 
t 
7 e 
Fig. 1. 


sieht, wie die Potentialwerte fiir gleiche Stromwerte mit stei- 
gendem Gasdruck abnehmen, ohne daß die lineare Beziehung 
zwischen i und 7”: wesentlich gestört würde — wenigstens 
für kleine Werte von x. Die Abweichungen vom Verhalten 
des reinen Vakuums sind, wie schon erwähnt, um so merk- 
licher, je größer der Gasdruck und je größer der Elektroden- 
abstand (denn x ist proportional x’). 


Ferner ist von Interesse der Verlauf des Potential- 


gradienten i Für kleine 4 findet man aus (20) os 
(22) = — 4h, a, 
dx 3\ 2 t 2 2 


Im allgemeinen Falle ist erst / und dann mit Hilfe von (11) 


adv 
— zu berechnen. 
dx 


Der Verlauf von u zwischen 0 und 60 cm ist bei dem 


Stromwert i= 10”? Amp.cm”* für eine Reihe von 4-Werten 
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nach (11) berechnet und in Fig. 2 eingezeichnet worden. Die 
Kurven 1—4 entsprechen den b-Werten b = 0, b = 2,5-10=, 
b = 5-107® und 6=1-107~*. Der Einfluß der positiven Ionen 
ist hier noch auffälliger, als in der Strom-Spannungskurve. 
Der Potentialgradient, der schon im absoluten Vakuum in 
einiger Entfernung von der Kathode sehr langsam ansteigt, — 
ist er doch für 4, = 0 nach (22) proportional z's — wird durch 
die positiven Ionen noch weiter homogenisiert. Aus (8) folgt, 


> 


26: | 

a Kurve 1: b=0 
» 
3:6:50-00°8 
4:6:1,0:0-7 


‚as 
—- 9! voren:"03, 
F 


Fig. 2. 


daß für V='/,,, ein Maximum des Gradienten auftritt, und 
im berechneten Fall liegt bei Kurve 4 dieses Maximum schon 
in etwa 40 cm Entfernung von der Kathode, so daß das Feld 
zwischen 20 und 60 cm als praktisch homogen angesehen 
werden kann. Dabei ist der Einfluß auf den Feldverlauf sehr 
viel merklicher als auf die Charakteristik. Denkt man sich 
z. B. bei 2, = 30 und x, = 33 zwei Sonden angebracht, so 
würde nach (21) bei ¢= 107? und den d-Werten, welche den 
Kurven 2,3 und 4 der Fig. 2 zugrunde gelegt sind, die Ab- 
weichung der V-Werte vom Vakuumwert nur 2,8, 5,6 bzw. 
12,5 Proz. betragen. Wiire der Abstand der Sonden noch 
kleiner, so wiirde die Beeinflussung der Charakteristik noch 
geringer; bei 1 cm Sondenabstand (in 30 cm Entfernung von 


| 
4 
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der Kathode) entspricht etwa Kurve 3 in Fig. 1 der Kurve 4 
in Fig. 2. 

Über den Zahlenwert von J für einen gegebenen Wert 
des Gasdrucks wird später (S. 161) das Nötige zu sagen sein. 


7 b) EinfluB des Anfangsgradienten. = 


Es wurde schon erwähnt, daß die Annahme (52) ) bur 


näherungsweise zulässig ist. Wenn man die Anfangsgeschwin- 
digkeiten nicht vernachlässigt, tritt, wie Schottky') nach- 
gewiesen hat, von einem bestimmten Potential an ein Potential- 
minimum zwischen den Elektroden auf, das mit steigendem be- 7 
schleunigenden Potential immer näher an die Kathode heran- 
rückt. Der Potentialgradient an dieser ist also dann negativ, 
und der Strom ist für alle Potentialwerte unterhalb der Tem- 
peratursättigung (falls es sich um eine Glühkathode handelt) 
größer als bei verschwindender Anfangsgeschwindigkeit. 

Das Umgekehrte wird natürlich zu erwarten sein, wenn 
sich dem Austritt der Elektronen aus der Kathode eine hin- 
dernde Kraft entgegensetzt, so daß der Gradient an ihr erst 
einen bestimmten positiven Wert erreichen muß, bevor über- 
haupt Elektronen in den Entladungsraum gelangen können. 
Solche Verhältnisse werden im allgemeinen nicht vorliegen, sie 
ließen sich aber z. B. verwirklichen, wenn unmittelbar vor der 
Kathode ‘eine Gitterelektrode mit hinreichendem verzögernden 
Potential angebracht würde. Wir werden später sehen, daß 
auch unter anderen Bedingungen ein ähnlicher Effekt zustande 
kommt. Der Fall ist darum nicht ohne praktisches Interesse 
und soll im folgenden behandelt werden. 


Wir setzen also jetzt in Gleichung (10) 4, = 0 und a 
\ d\'\? 


wodurch wir erhalten: 
24) dx 
- 

Va +e 
Substituiert man hier 


25) Ja, pe ay, 


ie 
“8 
e. 
in 
'h 
t, 
— | 
1 
a 1) W. Schottky, Phys. Zeitschr. 15. 8.526 u: 624. 1914. E 
. 


integriert und bestimmt die Integrationskonstante so, dab / 
für z = 0 verschwindet, so erhält man 


(26) — 3c? y + =r. 
Unter Beriicksichtigung von (9) und (25) ergibt diese 
Gleichung nach einiger Reduktion die gesuchte Beziehung 
zwischen i, V und x in der Form: 


27) 16ai —48c?) = 9a? 22? — 48c* 


Um die Strom-Spannungskurve zu erhalten, lésen wir (27) 
nach iz” auf und finden 


Die Beziehung zwischen / und dem reduzierten Strom 
hängt also nur von dem einen Parameter o ab. Es ist zu 


beachten, daß 7': > 0 sein muß, weil sonst wegen 4, = 0 aus (8) 


a <0 folgen wiirde, was den Bedingungen des Problems 


widerspricht. Dagegen sind für e nach (23) positive und ne- 
gative Werte zulässig. Unter diesen Umständen ergeben sich 
'q aus (28) drei verschiedene Charakteristiken; untersucht man 
: aber den Potentialverlauf zwischen den Elektroden (indem man 
(27) bei konstantem 7 nach x auflöst), so zeigt sich, daß nur 


eine der drei Kurven den Anfangsbedingungen VY...» = 0 und 
(32) _) = + © genügt. Obgleich es nun nicht ohne Interesse 


ist, dab man durch Abänderung der Anfangsbedingungen auf 
_ sehr verschiedene Entladungsformen kommen kann (S. 165), 
wollen wir uns auf die so bestimmte Kurve beschränken. Sie 
ist in Fig. 3 für 4 verschiedene Werte des Parameters o ge- 
zeichnet. Kurve 1 entspricht o = 0, in welchem Falle (28) in 
die Langmuirsche Formel übergeht; die Kurven 2, 3 und 
4 entsprechen den Werten o = 64,4, o = Y2-64,4 = 91,1 und 
o = 2-64,4 = 128,8. Als Abszissen sind wiederum die Werte 
von 7”, als Ordinaten die reduzierten Stromdichten j = ix? 
aufgetragen, so daß die Langmuirsche Charakteristik als 
Gerade erscheint. Die Kurven schneiden die V-Achse für 


| 
‘ 
(28a) 0=cr. 2 
— 
| 
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/ =v = er; für kleinere Werte des Potentials kann kein Strom 
übergehen, wie es ja nicht anders zu erwarten war. Für 
Potentialwerte, die nur einigermaßen größer sind als o, gehen 
die Kurven einfach durch Parallelverschiebung in der j, /’*:- 
Ebene aus der Kurve 1 hervor; so gewinnt man eine einfache 


Näherung, die für viele Zwecke genügen dürfte. 


7 
Kurve T:0=0 
= 4:0=2.644 
| i 
(Volt)3j2 5 10 


Fig. 3. 


Soll die Potentialdifferenz wieder zwischen zwei Ebenen z, 
und x, = z, + d gemessen werden, so muß die in 7" kubische 
Gleichung (27) nach 7’: aufgelöst werden. Wir begnügen uns 
damit, die erste Näherung für kleine Werte von ce anzugeben, 
die man auch direkt aus (27) nach der Methode der un- 
bestimmten Koeffizienten erhalten kann. Sie lautet 

(29) V = (a,iz*) fi + 3 (a, 
wo a, die Bedeutung (20a) hat. 
Demnach wird die Potentialdifferenz zwischen den Ebenen 


x, und 2, 
« 2 
wenn 4, wieder durch (21a) und C* durch 
definiert wird. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 63. 11 : 


16 
- 
1 = 
N 
‘ 
r 
1 
e 
n 
d 
d 
e D 
S 
r = 


Die Näherung gilt für hinreichend kleine C und hin- 
reichend große i bei gegebenem d. Man kann wiederum, wie 
oben (S. 152), versuchen eine angenäherte Darstellung der Charak- 
teristik auch für kleine Werte von i zu gewinnen, indem man 
die abgeänderten Konstanten 4, C und d an Stelle von a, « 
und x in die Gleichung (28) einsetzt. Die numerische Prüfung 
ergibt auch hier die Zulässigkeit dieser Berechnungsart, bei der 
z, und z, einzeln nicht bekannt zu sein brauchen, wenn man 
A und C passend aus den empirischen Daten bestimmt. Setzt 
man beispielsweise wieder 7, = 20 und x, = 23, so wird die 
Abweichung von der strengen Berechnungsart (die, wie schon 
gesagt, die Auflösung von (27) nach V erfordert) bei i= 
1,5-10~* Amp. etwa 1,6 Proz. und bei i= 3-10”? Amp. nur 
noch etwa 0,4 Proz. betragen; dabei ist ¢ = 22,8 angenommen. 

Die Abweichungen von der Langmuirschen Kurve, 
welche einerseits positive Ionen, andererseits ein positiver An- 
fangsgradient bewirken, sind im Vorhergehenden getrennt von- 
einander untersucht worden. Die gleichzeitige Berücksichti- 
gung beider Umstände ist im Anschluß an Gleichung (10) mit 
Hilfe von elliptischen Integralen durchführbar; handelt es sich 
aber um relativ geringe Abweichungen, so genügt es die Korrek- 
tionsglieder in (20) und (29) (bzw. (21) und (30)) zu superponieren. 
Für viele Zwecke wird es auch genügen, die durch (16) und 
(17) dargestellte Charakteristik in der j, 7*»-Ebene parallel mit 
sich zu verschieben. Schreiben wir den durch (16) und (17) 
gegebenen Zusammenhang in der Form 
(31) Pla,b,i,2), 
so kann der Einfluß eines positiven Anfangsgradienten nähe- 
rungsweise durch 
(3la) + W(a, d,i, 2) 
wiedergegeben werden, und wir erinnern nochmals daran, dab 
a, 6 und x durch A, B und d aus (21a) zu ersetzen sind, wenn 
das Potential zwischen den „Sonden“ z, und x, gemessen wird. 


$ 2. Theorie der Hochvakuumentladung bei zylindrischer An- 
ordnung. 

Wir betrachten nun den Fall, daß die beiden Elektroden 

konzentrische Kreiszylinder sind, und zwar sei die Kathode 


ein emittierender Draht vom Radius r,, und der Durchmesser 


A 
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" des Anodenzylinders sei 2r. Führen wir demgemäß Zylinder- 
e koordinaten ein, so tritt an die Stelle der Gleichung (1) 
a 32) = —4are(p—n). 
c Die Gleichungen (2) bis (5) behalten ihre Gültigkeit, nur 
ig ist zu beriicksichtigen, daB die Stromdichte i nicht mehr kon- 
stant ist, sondern vermöge der Relation 
J 4 
zt (33) — 2ar 
” durch J zu ersetzen ist, wo wir unter / den Gesamtstrom pro 
= Längeneinheit des Kathodendrahtes verstehen wollen. 
- Die Elimination der übrigen Unbekannten zwischen (2) 
und bis (5), (32) und (33) ergibt folgende Differentialgleichung für 
a. das Potential: 
(34) = ft) 
n- Dabei ist gesetzt: 
ti- 2 ım 
ch 35) | 626 
wo 4 dieselbe Bedeutung hat, wie in (9). 
nd Die strenge Behandlung von (34) dürfte auf Schwierig- 2 
mit keiten stoßen; wir begnügen uns damit, näherungsweise eine 
bf) Lésung fiir kleine Werte von g zu suchen. Wir machen da- 
fir den Ansatz 
36) VeVi+g!,, 
führen diesen Ausdruck in die Differentialgleichung ein, ent- 
wickeln nach steigenden Potenzen von g und streichen alle 
a8 Glieder, welche g in höherer als erster Potenz enthalten. Die 
von g freien Glieder liefern für /, die Gleichung 
An- welche identisch ist mit der von Langmuir behandelten.') 
Wir können darum auch die von Langmuir gegebene Lösung 
den benutzen; es ist 
ode | 
ser 1) J, Langmuir, Phys. Zeitschr. 15. 8.351. 1914. Gleichung (11). 


|_| 
2 


wo 3 eine zwischen 0 und 1 veränderliche Größe ist, die von 
dem Verhältnis r/r, abhängt. Für hinreichend große Werte 
dieses Verhältnisses (r/r, größer als etwa 17), wird 8 sehr 
nahezu gleich 1. Wir beschränken uns im folgenden auf diesen 
Fall und setzen also 
(39) 

Diejenigen Glieder, welche beim Einsetzen von (36) in 
(34) den Faktor g erhalten, ergeben die Differentialgleichung 
für V,: 


V, dv, Vo en /, 
(40) 7 “aon + ae 9 = — f r 
oder nach Substitution von (39) 

@V, ı1dV, 2V, _ 4 
(41) dr: "Tr dr or 9 


Das vollständige Integral dieser Gleichung lautet: 
V- V-* 


Da nun /, also auch /, für r = 0 verschwinden soll (wir 
vernachlässigen ja jetzt r,, müssen c, und c, verschwinden, 
so daß wir erhalten 

4 


(43) 51 (f, 


4 . 3 
42) 


Setzen wir nun noch (39) und (43) in (36) ein, so ergibt 


sich unter Beriicksichtigung von (35) 
(44) v= (fr _ brie 


Diese Gleichung ist durchaus analog der Näherungsformel 
(20), die wir für den Fall ebener Elektroden gewonnen hatten. 

Führen wir wieder Volt-Ampere-Zählung ein, so erhält /; 
nach der Angabe von Langmuir den Wert 


h = 1/14,65-10—-® = 6,83-10%. 
a -, s 3. Vergleich mit der Erfahrung. 
Es wäre von Interesse, festzustellen, für welchen Druck- 


bereich die Gültigkeit der hier gegebenen Entwicklungen zu 
erwarten ist. Dafür wäre es erforderlich, die Stromspannungs- 


| 

| 


ir 


yt 
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charakteristik für eine Reihe von Druckwerten zu kennen — 
wobei alle Drucke noch hinreichend niedrig sein müßten — 
um daraus die Abhängigkeit unseres Koeffizienten 6 vom Druck 
zu ermitteln. Solche Versuche bei gemessenen Drucken liegen 
nicht vor, und dürften wohl auch außerordentlich schwierig 
sein, da in dem fraglichen Druckintervall die Methoden der 
Druckmessung zu versagen beginnen. Immerhin kann man auf 
Grund von Beobachtungen von Dushman') eine Schätzung des 
Koeffizienten 5 vornehmen. 

Zunächst ist zu bemerken, daB 4 dem Quotienten y/« 
proportional ist (s. Formel (9)), wo g und « die auf S. 3 und 4 
eingeführten Größen sind. Von g wurde schon gesagt, daß es 
dem Gasdruck proportional sein muß, und von dem Wieder- 
vereinigungskoeffizienten « wird man auf Grund kinetischer 
Überlegungen annehmen dürfen, daß er — wenigstens in erster 
Annäherung — unabhängig vom Druck ist. Demnach wäre 5 
proportional dem Druck und wir setzen 


(45) b= b, Ps 


wo der Gasdruck p in mm Quecksilber gemessen werden soll. 

Nun gibt Dushman eine Versuchsreihe an, bei welcher 
die beobachteten Werte im Bereiche / = 2,23-10-% Amp. bis 
1,59-107* Amp. innerhalb der Versuchsfehler (1—2 Proz.) mit 
der Langmuirschen Formel (vgl. unsere Formel (39)) über- 
einstimmten. Der Druck wird bei dem Versuche von Dush- 
man auf kleiner als 4-10" mm Hg, gegen Schluß des Ver- 
suches auf kleiner als 2-10 geschätzt, und zwar handelt es 
sich um Luft. Wir werden also jedenfalls keinen groben Fehler 
machen, wenn wir annehmen, daß bei einem Druck von 1.10? 
und einem Strom von 2,23-10~-* Amp. das Korrektionsglied 
in (44) kleiner als 0,02 ist. Setzt man die angegebenen 
Zahlenwerte ein (r ist gleich 1,27 cm zu setzen) und berück- 
sichtigt (45), so erhält man als obere Grenze für 4, den Wert 
bh, < 11. 

Eine untere Grenze gewinnen wir aus einer anderen An- 
gabe desselben Autors. Bei einem Stickstoffdruck von etwa 
1-10—° hat Dushman(a, a. O. 8. 132) bei 15 Volt Spannung statt 


1) 8S. Dushman, Phys. Rev. (2) 4. S. 121. 1914; Phys. Zeitschr. 15 
S. 681. 1914. 
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des berechneten Wertes / = 1,18-10~* Amp. einen mehr als 
dreimal so großen Wert beobachtet. Nun gilt unsere Formel (44) 
natürlich nicht mehr für so große Abweichungen, aber man 
wird jedenfalls soviel behaupten dürfen, daß unter den an- 
gegebenen Umständen das Korrektionsglied größer als 0,3 sein 
wird. Daraus berechnet sich als untere Grenze 4, > 0,86, 
der wahre Wert dürfte aber für Luft der oberen Grenze näher 
liegen. Die Frage, inwieweit J, von der Natur des Gases ab- 
hängt, bleibt bei dieser Schätzung völlig offen, wir sehen aber, 
daß als Druckgebiet, für welches unsere Theorie Gültigkeit 
beansprucht. etwa das Intervall von 10”? bis 107° mm Hg in 
Frage kommt. 

Bei weitem das umfangreichste und sorgfältigste experi- 
mentelle Material über Hochvakuumentladung liegt in den 
Arbeiten von Lilienfeld!) vor. Dieser hat auch zuerst das 
oben (s. 8. 153) abgeleitete Ansteigen des Potentialgefälles für 
konstanten Strom mit fortschreitender Gasverdünnung (unter- 
halb eines gewissen Gasdrucks) beobachtet und mit dem Auf- 
treten von Raumladung in Zusammenhang gebracht. Die 
Lilienfeldschen Messungen sind fast ausnahmslos an Ent- 
ladungsröhren ausgeführt, die aus einem langen und ziemlich 
engen zylindrischen Teil und einer kugelförmigen Erweiterung 
für die Aufnahme der Glühkathode bestehen. Die Strom- 
spannungskurve wurde bei den älteren Beobachtungen (L | 
und L II) zwischen zwei Sonden aufgenommen, die sich im 
Abstande von 3 cm voneinander in der Mitte des etwa 30 cm 
langen zylindrischen Teils befanden. Auf die neueren Messungen 
(L III) kommen wir später zu sprechen. ’ 

Lilienfeld stellt den Zusammenhang zwischen Strom- 
dichte ¢ und Potentialdifferenz / durch eine empirische 
Relation 
(46) tu 


dar, wo 4 und u Konstante sind. Die Beziehung gilt für hin- 
reichend große Stromdichten (i größer als etwa 1,3. 107° Amp 


1) Zusammengefaßt in den drei Annalenarbeiten: J. E. Lilienfeld 
Ann. d. Phys. 32. S. 675. 1910: 43. S. 24. 1914; 61. S. 221. 1920. Auf 
diese Veröffentlichungen wird im Text mit LI, LII und LIII ver 
wiesen. 
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-von der besonderen Röhrenform herrühren. 
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cm ?); für kleinere Stromdichten hat Lilienfeld als erster 
empirisch ein Anwachsen des Stromes proportional mit 7’: 
festgestellt (L I, S. 719). In dem Gebiete der Gültigkeit von 
46) ist nach Lilienfeld der Potentialverlauf linear. Trotz- 
dem glaubt der Verfasser, daß sich die gesamten Lilienfeld- 
schen Beobachtungen zwanglos und ohne neue Annahmen durch 
die oben entwickelte Theorie darstellen lassen. 

Es kann natürlich zweifelhaft erscheinen, ob sich die Ent- 
wicklungen unseres ersten Paragraphen überhaupt auf die von 
Lilienfeld benutzte Form des Entladungsrohres anwenden 
lassen. Nun hat aber Lilienfeld experimentell gezeigt, dab 
die Charakteristik, unabhängig vom Röhrendurchmesser, nur 
von der Stromdichte abhängt (LI, S. 729). Das heißt aber 
gar nichts anderes, als daß die Röhrenwände ohne Einfluß sind, 
und daß zum mindesten im zylindrischen Teil des Entladungs- 
rohres Verhältnisse wie zwischen sehr ausgedehnten ebenen 
Elektroden bestehen. Für die kugelförmige Erweiterung ist 
das natürlich nicht mehr der Fall, und man wird auf Ab- 
weichungen vom normalen Verhalten gefaßt sein müssen, die 


Was nun den linearen Verlauf des Potentials betrifft, so 
ist darauf hinzuweisen, daß Lilienfeld stets in möglichst 
großer Entfernung von der Kathode gemessen hat, um von 
dem störenden Einfluß des ersten Röhrenteils frei zu kommen. 
Nun wächst aber, -wie schon oben (S. 154) ausgeführt wurde, 
in einigermaßen beträchtlicher Entfernung von der Kathode 
der Potentialgradient selbst im absoluten Vakuum sehr lang- 
sam nach der Anode zu an, und Gasreste, welche so gering 
sein können, daß sie die Charakteristik nicht merklich beein- 
flussen, gleichen das Potentialgefälle noch weiter aus. 

Die einzigen von Lilienfeld veröffentlichten Messungen 
über den Verlauf des Potentialgradienten') sind nicht mit 
Sonden, sondern mit einer verschiebbaren Anode gemacht und 
nicht unter den besten von ihm erreichten Vakuumbedingungen 
(L III, 815, Tabellen 1a, 1b und 2). Sie beweisen nach 
Lilienfeld die Linearität des Potentialverlaufs, doch sind sie 


1) Die Messungen bei variablem Röhrendurchmesser (L I, S. 720 

u. folg.) scheiden hier aus, ergeben aber übrigens auch ein Anwachsen 

des Gradienten nach der Anode u. 
= 


- 

| 

| | 

r 

h 

g 

n 

n 

l- 

1- 

d 

uf 

| 


164 Jaffe. A 


auch mit unserer Auffassung verträglich. Verstehen wir in der 
Bezeichnung von $ 1 unter z,, x, und x, drei Anodenlagen, unter 
V,, V, und F, die zugehörigen Potentiale (gleiche Stromdichte 
vorausgesetzt), so haben wir nach Gleichung (20) im absoluten 
Vakuum, d.h. also für 4, = 0, 

(47 R= = = zt 

Der Quotient 2 ist also im absoluten Vakuum unabhängig 
von i. Bei der Anwendung auf die erwähnten Versuche darf 
natürlich z, nicht einfach gleich dem geometrischen Abstand 
der Anode von der Kathode bei ihrem kleinsten Abstand ge- 
setzt werden, denn in diesem Falle ist ja die Strombahn nicht 
zylindrisch, man kann aber z so bestimmen, daß die tat- 
sächliche Entladungsbahn einem zylindrischen Stück von der 
Länge 2, äquivalent wird. 

In den Versuchen von Lilienfeld ergibt sich das Ver- 
hältnis # nicht als unabhängig vom Strom;. es zeigt einen 
deutlichen Gang von etwa 1,12 bei dem kleinsten Stromwert bis 
herab auf 1,00 (L III, Tab. 1a). Daz, — 2, = 2, — 2, =7,8 cm 
zu setzen ist, würde ein Wert # = 1,10 schon durch einen 
Wert z, = 20 bei absolutem Vakuum erklärt werden.') Das 
Sinken der #-Werte mit steigendem 7 ließe sich durch ge- 
steigerte Gasabgabe von den Wänden, wie sie Lilienfeld selbst 
für den höchsten Stromwert als merklich hinstellt, deuten. 

Unter diesen Umständen ist es zu bedauern, daß keine 
Messungen über den Potentialverlauf in möglichst langen 
Röhren bei dem besten erreichbaren Vakuum vorliegen. Erst 
solche Messungen würden zu entscheiden gestatten, ob die Ge- 
setzmäßigkeiten, die von der Raumladung herrühren. zur Er- 
klärung ausreichen, oder ob völlig neue Verhältnisse an- 
zunehmen sind. Das Studium der Strom-Spannungscharakteri- 
stiken spricht allerdings mehr für die zuerst erwähnte Auf- 
fassung. 

Es zeigt sich nämlich, daß sämtliche in den drei zitierten 
Arbeiten von Lilienfeld mitgeteilten Charakteristiken sich 
mindestens mit der gleichen Genauigkeit, wie durch die 


1) Tatsächlich ist 2, als wesentlich größer anzunehmen, wie der 
starke Potentialabfall im Anfangsteil der Röhre beweist. 
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Formel (46), und über einen größeren Bereich von Stromwerten, 
durch die empirische Relation kr 
48) V+ my, 


d. h. also auch durch die theoretischen Formeln (28) und (31 a) 
darstellen lassen. Die Konstante u, ist fast ausnahmslos po- 
sitiv und für einigermaßen beträchtliche Stromdichten klein 
neben A, /*:. In dem Auftreten der Konstanten u, (bzw. ce und 
C,) glauben wir den Einfluß der besonderen Röhrenform zu 
erkennen. Es wurde ja oben (S. 155) gezeigt, daß der Anfangs- 
gradient ce überall dort positiv ist, wo sich dem Austritt der 
Elektronen aus der Kathode ein Widerstand entgegensetzt. 
Jeder Umstand, der in diesem Sinne wirkt und der demgemäß 
den Potentialanstieg im Anfangsteil der Röhre heraufsetzt, wird 
für die entfernteren Teile des Rohres wirken wie die Anfangs- 
Te). > 0. Ein solcher Umstand ist bei der 
Lilienfeldschen Röhrenform in der Aufladung der Glas- 
wände gegeben, an der Stelle, wo sich der weite Röhrenteil 
zu dem engen zylindrischen Teil verjiingt (L II], S. 225 und 
S. 248; man vgl. auch die Fig. 6, L I). 


bedingung 


Macht man die einfache Annahme, daß diese Aufladung 
nur bis zu einem bestimmten, relativ niedrigen Stromwert ;, 
wächst, so kann man — zum mindesten mit guter Annäherung — 
ihren Einfluß für Stromwerte oberhalb i, durch die Bedingung 

dV 
| dz 
Stromwertes ;, werden die Verhältnisse viel weniger einfach 
liegen; die Entladung wird dann sehr von den zufällig wech- 
selnden Grenzbedingungen abhängen. Man kommt dort also 
in das Gebiet labiler Kurvenäste, wie sie Lilienfeld beobachtet 
hat (LI, 8. 700 u. folg. L III, S. 233), und wie sie auch von 
der Theorie durch passende Abänderung der Grenzbedingungen 
errechnet werden könnten (s. oben S. 156). Diese Betrach- 
tungen lassen es gerechtfertigt erscheinen, die Rechnungen 
von & 1b auf den vorliegenden Fall anzuwenden und machen 
es zugleich erklärlich, warum die Lilienfeldschen Charak- 
teristiken oberhalb eines kritischen Wertes ;, durchaus die 


0 


Form der Kurven in Fig. 3 haben. 


I. = ce > 0 in Rechnung setzen. Unterhalb des kritischen 
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Tabelle 1. 


5,72-10”° Amp. bzw. 6,61-107" Amp.em~* 


10° (Volt) i, iy ber. | | ber. 
beob. nach (46) ' | mach (28) | " ‘s 
11,8 
36,8 42,8] | — 6,0] 
49,3 - 49,3 + 0,0 
61,8 [66,4] — 4,6) 61,1 + 0,7 
74,3 77,6 — 3,3 75,0 — 0,7 
86,8 87,7 — 0,9 86,8 + 0,0 
99,3 98,6 + 0,7 99,1 - 0,2 
111,8 110,2 + 1,6 111,7 + 0,1 
136,8 134,5 + 2,8 136,6 + 0,2 
149,3 147,5 + 1,8 149,4 - 6 
161,8 161,05 + 0,75 162,3 — 0,5 
174,8 175,05 — 0,75 175,3 — 1,0 
186,8 185,3 + 1,5 184,7 + 2,1 
199,3 203,0 3,7 200,4 1.1 
= 6,160-107* A = 1,820-10° 
7 u = 1,584-107" C = 2,27-10! 


= Als Beispiel für das Gesagte betrachten wir diejenige Be- 
obachtungsreihe von Lilienfeld, welche bei den besten Druck- 
bedingungen ausgeführt wurde. Es ist das der Versuch € vom 
15. Sept. 1911 (LIL, Tab. II, S. 32), bei welchem das Ent- 
ladungsrohr in flüssige Luft tauchte und zugleich flüssiger 
Wasserstoff um das GasadsorptionsgefiB zum Gefrieren ge- 
bracht wurde. In Tab. I bedeuten die i, die beobachteten 
Stromwerte, die zu den angegebenen Werten von /? gehören. 
Die i, sind nach Formel (46) berechnet, die i, nach Formel (28), 
wobei A und C empirisch bestimmt sind, was ja nach der Be- 
merkung auf S. 156 zulässig ist. (Der Sondenabstand d betrug 
3 cm). Bei der Berechnung der theoretischen Werte ist noch 
zu berücksichtigen, daB die von Lilienfeld angegebenen 
Stromwerte noch in Stromdichten umgerechnet werden müssen; 
dafür ist die lichte Weite des Rohres zu 1,05 cm angesetzt 
worden. Die bei der Berechnung benutzten Konstanten sind 
in Tab. 1 angegeben, und es sei noch bemerkt, daB 4 und ( 
durch Probieren gefunden sind, während 4 und u nach der 
Methode der kleinsten Quadrate — unter Nichtberücksichtigung 
der fünf kleinsten Stromwerte ermittelt wurden. In Fig. 4 
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sind die Beobachtungen in doppelter Darstellung wiedergegeben: 
links sind die Werte von 7* als Abszissen abgetragen, rechts 
die Werte von 7?. Die eingezeichneten Kurven sind mit den 
Konstanten der Tab. 1 berechnet, links nach (28) rechts 
nach (46). 

Sowohl die Fig. 4, wie die Tab. 1 zeigen die Überlegen- 
heit der theoretischen Formel (28); sie stellt die Beobachtungen 


2 
N 


—+ §72:10°*Amp bezw 6,61 10°7Amp.cm~ 


1 


Fig. 4. 


genauer und über einen größeren Bereich dar, als die empi- 
rische Formel (46). Aus Tab. 1 geht hervor, daß nicht nur 
die Differenzen 7, — i, größer sind als die Differenzen 7, — 4, 
sondern auch einen systematischen Gang zeigen, in dem Sinne, 
daß die beobachteten i-Werte langsamer ansteigen als der 
Formel (46) entspricht. Ähnliches gilt für alle anderen Be- 
obachtungsreihen bei sehr guten Vakuumbedingungen'); im all- 
gemeinen reicht die Übereinstimmung mit der theoretischen 
Formel sogar bis zu noch niedrigeren Stromwerten, als bei dem 
eben diskutierten Fall. 

Wir haben bei der Berechnung der Werte i, die Formel (28) 
zugrunde gelegt, d. h. den Gasdruck vernachlässigt; das scheint 
in der Tat gerechtfertigt, weil ja die von Lilienfeld beobachtete 
Strom-Spannungskurve den Charakter einer Grenzfunktion hat, 


1) Nur der Versuch 20 (L I, S. 712) macht insofern eine Ausnahme, 
als hier für die höchsten Stromwerte eine geringe Überlegenheit der 
Formel (46) vorhanden ist; doch deckt Formel (28) auch hier einen we- 
sentlich größeren Bereich. 
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die in weiten Grenzen von den Gasdruckverhältnissen un- 
abhängig ist. Unter diesen Umständen hängt die Konstante 4, 
welche im wesentlichen die Neigung der Charakteristik in der 
i, V*s-Ebene bestimmt (man vgl. Formel (30), außer vom 
Sondenabstand d auch von der Entfernung der ersten Sonde 
von der Kathode x, ab. Je weiter das Sondenpaar von der 
Kathode entfernt ist, desto größer wird 4 bei konstantem d 
(Formel 21a), d. h. desto größer ist die Potentialdifferenz, die 
zu einem bestimmten Stromwert gehört. 

Nun zeigen die Messungen von Lilienfeld, die mit dem 
gleichen Sondenstück, aber im übrigen verschiedenen Rohren 
durchgeführt sind, auch bei den besten Vakuumbedingungen 
noch immer merklich verschiedene Neigungen der Charak- 
teristiken (L II, Tab. 1 und Fig. 1).') Es scheint nicht an- 
gängig, diese Unterschiede auf die Verschiedenheit des Gas- 
drucks zurückzuführen, denn Veränderung des Gasdrucks in 
weiten Grenzen beeinflußt in jedem einzelnen Fall die Charak- 
teristik um weniger, als die Unterschiede betragen: auch ent- 
spricht nicht immer dem besten Vakuum der höchste Wert 
von 4. Der im folgenden berechnete Versuch 3 (S. 169) er- 
gibt einen Wert von 4, der um 7 Proz. höher ist als bei Ver- 
such 20, und um etwa 25 Proz. höher als bei Versuch 10, ob- 
gleich bei diesen beiden letzten Versuchen das Vakuum fraglos 
besser war. Diese Abweichungen lassen sich nach dem oben 
Gesagten zwanglos erklären, wenn man annimmt, daß x, nicht 
in allen Fällen gleich war. Ferner ist noch zu bemerken, daß 
bei verschiedener Form des Röhrenanfangs die Aufladungen 
an der Verjüngungsstelle sich verschieden ausbilden und da- 
durch die Konstante e verschieden ausfallen kann, wie es in 
der Tat der Fall ist. 

Aber nicht nur die Beobachtungen bei den besten Vakuum- 
bedingungen, bei denen es wohl statthaft sein dürfte die Kon- 
stante 5 gleich Null zu setzen, werden durch unsere Formeln 
dargestellt, sondern auch der nachweisbare Einfluß von Gas- 
resten. Natürlich darf man nach dem soeben Ausgeführten 


1) In der Darstellung von Lilienfeld ist 7” als Abszisse gewählt: 
in der 7, V -*-Ebene werden die Kurven mit sehr guter Annäherung zu 
Geraden; man vgl. unsere Fig. 4, welche die Beobachtung vom 15. IX 
1911 wiedergibt. 
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nur solche Versuchsreihen miteinander vergleichen, die unter 
völlig gleichen geometrischen Verhältnissen ausgeführt sind, 
Solche liegen z. B. in den Reihen 1, 2 und 3 (L. I, S. 104) 


vor; bei 1 hing das Entla- » 
dungsrohr frei und erhitzte 
sich, bei 2 war das Vakuum S 
durch lange Adsorption und N u 
anhaltende Entladung verbes- s = 
sert, und bei 3 tauchte das 3, 
Entladungsgefäß in flüssige 
Luft. Die drei Reihen sind > i 

NS 
nach Formel (31a) berechnet x ; 
worden und die berechneten \; / 
Kurven in Fig. 5 ausgesogen; "BER 5 


5 
VY2_C; 103 (Volt)3/2 


die Beobachtungen sind ein- 
Fig. 5. 


gezeichnet, bei 1 und 2 nur 
die je 12 ersten, weil sich der Druck während der Ver- 
suchsdauer änderte. Die benutzten Konstanten sind in der 
kleinen Tabelle 2 zusammengestellt. 


Tabelle 2. 


A B C, 
Kurve 1 . . . 1,411-10° |1,54-107° | 8,0-10° 
Kurve 2 . . . 1,411-10° |1,11-1075  6,5-10? 
Kurve 3 . . . 1,411-10° 0 5,0-10° 


Wie man sieht, ist für den Versuch 3 der Gasdruck 0 
angenommen (5 = 0); das kann in diesem Falle als zweifel- 
haft erscheinen, aber die Darstellung würde auch gelingen, 
wenn man für 3 einen von Null verschiedenen b-Wert an- 
nimmt, es würden sich dann nur etwas abweichende Konstanten 
ergeben. Ähnlich wie bei den Versuchsreihen 1, 2 und 3 
liegen die Verhältnisse bei 17, 15, 10 und 21, 20, doch ge- 
lingt hier die Darstellung durch die theoretische Kurve weniger 
vollständig, offenbar weil sich bei 17, 15 und 21 der Gasdruck 
während der Messung änderte. 

Wir kommen nun noch kurz auf die Charakteristiken zu 
sprechen, die von Lilienfeld in seiner neuesten Arbeit mit- 
geteilt werden (L III, S. 242 u. folg.) und die allerdings nicht 
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bei den allerbesten Vakuumbedingungen aufgenommen sind. 
Lilienfeld geht hier von der Darstellung 


(49) + ity 


aus und bestimmt v in jedem Falle, indem er die Logarith- 
men der Stromwerte gegen die Logarithmen der Potential- 
differenz in ein Koordinatensystem eintrigt. Die Exponenten 
v, die sich ergeben, liegen zwischen 1,3 und 2,0 und sind für 
jedes Rohr, zum Teil auch bei ein und demselben Rohr für 
verschiedenen Anodenabstand verschieden. Man gelangt so 
also nicht zu einem einheitlichen Gesetz. Die Art der Be- 
rechnung setzt allerdingt voraus, wie es auch von Lilienfeld 
ausgesprochen wird, daß u, vernachlässigt werden darf, und 
das scheint nicht zuzutreffen. Wählt man nämlich 7” als 
Abszisse, so werden die Charakteristiken ohne Ausnahme (auch 
für das Hochvakuumventil, L III, S. 250) durch eine Gerade, 
d.h. also durch die empirische Relation (48) oder die theoretische 
Formel (28) darstellbar. Je größer das u, (bzw. c) ist, desto 
größer fällt der Exponent » bei Lilienfeld aus. 


Als Beispiel mögen nur die drei Versuchsreihen der 
Tab. 6 (L III, S. 263) und die erste Versuchsreihe der Tab. 4b 
(L III, S. 261) in der angegebenen Weise in Fig. 6 wieder- 
gegeben werden; alle anderen Charakteristiken, ob zwischen 
Kathode und Anode gemessen, oder durch Subtraktion ge- 
wonnen, geben dasselbe Bild. Die Zahlen der Tab. 6 dürften 
nach Lilienfelds Angaben die zuverlässigsten sein. 


In Fig. 6 entspricht Kurve 1 der Nahlage der Anode, 
Kurve 2 der Gesamtlänge des Rohres und Kurve 3 der durch 
Subtraktion beider Reihen gewonnenen Charakteristik; Kurve 4 
gibt die mit einem anderen Rohre angestellte Versuchsreihe 
aus Tab. 4b wieder, bei welcher über die Gesamtlänge des 
Rohres gemessen wurde. Die ausgezogenen Kurven sind 
nach den Näherungsformeln (29) und (30) berechnet, die für 
den vorliegenden Fall ausreichen. Die Anwendung dieser 
Formeln setzt voraus, daß die Entfernung z, der Anode in 
ihrer Nahlage bekannt sei. Das ist nun einerseits nicht der 
Fall, andererseits würde die Kenntnis des geometrischen Ab- 
standes nichts nützen, weil nicht er in Frage kommt (man 
vgl. S. 164. Man kann aber z, als eine der zu bestim- 
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menden empirischen Konstanten ansehen, die leicht zu er- 
mitteln ist, da ja nach (29) die Koeffizienten von :”; in Fall 1 
und 2 sich verhalten wie 2?, zu (x, + d)?, wo d=60 cm zu 


— 10°? Amp. bezw.2,515.10 3Amp.cm"? 


| N 
— 105 Voll 25 5 75 


Fig. 6. 


setzen ist. Auf diese Weise wurde die Berechnung vorgenommen, 
und zwar für die Kurven 1—3 einheitlich mit folgenden Werten 
der Konstanten 
x, = 60,6, a = 1,823-10%, e = 13,8. 
Fir die Umrechnung der Lilienfeldschen Stromwerte 
auf die Stromdichten wurde als Durchmesser des Rohres der 
Wert 2,25 cm zugrunde gelegt. Kurve 4 ist mit den Kon- 


stanten aa? = 3,43-108 und ex = 2,28-.10° 


berechnet, wobei der Wert von x noch offen gelassen ist, aber 
vermutlich mit mindestens 110 cm anzusetzen ist. 

Sämtliche Beobachtungen sind eingetragen mit Ausnahme 
des jeweils niedrigsten Stromwertes der offenbar einem 
anderen Kurvenzweig angehört. Die Übereinstimmung von 
Beobachtung und Rechnung ist sehr befriedigend. Von be- 
sonderem Interesse ist der Vergleich von Kurve 2 mit 4. 
Die beiden Entladungsröhren unterschieden sich durch die 
Form der Verjüngungsstelle (L III, S. 247), die bei dem älteren 
Exemplar der Ausbildung von Wandladungen günstiger war 
und darum einen sehr viel stärkeren Potentialanstieg im An- 
fangsteil des Rohres bewirkte. Das sind aber die Voraus- 
setzungen für einen großen Wert von c, wenn unsere Deutung 
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richtig ist, und in der Tat ist ce bei Kurve 4 viel größer als 
bei 1, wie sich schon in der Verschiebung der ganzen Kurve 
nach rechts zu erkennen gibt. Dieser hohe Wert von ce täuscht 
auch bei der Lilienfeldschen Berechnungsart den hohen 
Exponenten » = 2 vor.!) 

Die Neigung der Kurve 4 ist geringer als bei 2, weil — bei 
ziemlich gleicher Gesamtlänge — das Rohr mit der stärkeren 


Aufladung an seiner Verjüngungsstelle einem längeren Rohre. 


äquivalent ist, sofern nicht auch bei 4 das Vakuum besser war. 
Es kann überhaupt fraglich erscheinen, ob es bei diesen Ver- 
suchen zulässig ist, den Gasdruck ganz zu vernachlässigen, 
d.h. 4=0 zu setzen. Die Übereinstimmung zwischen Experi- 
ment und Theorie würde sich auch noch mit von 0 verschie- 
denen Werten von 5 aufrecht erhalten lassen — man sieht ja 
aus unserer Fig. 1, daß der Charakter der Kurven in einiger 
Entfernung vom O-Punkt gewahrt bleibt — es würden sich 
nur andere Werte für die Konstanten ergeben. 


Wenn nun auch nach den Ausführungen dieses Para- 
graphen die vorgetragene Theorie in Übereinstimmung mit 
dem gesamten vorliegenden Beobachtungsmaterial ist, so bleibt 
doch in einem wesentlichen Punkte ein Widerspruch bestehen: 
die auf Grund der Beobachtungen ermittelten Werte der Kon- 
stanten a ergeben nicht den von der Theorie geforderten Wert. 
Nach Gleichung (9) hängt a lediglich von der spezifischen 
Ladung der Elektronen ab; legen wir das technische Mab- 
system zugrunde und benutzen den von Langmuir an- 
gegebenen Wert für a, (vgl. S. 152), so müßte nach (20a) a = 
7,64-10° sein. Aus den Beobachtungen wurden für A die 
Werte 1,320-10° und 1,411-10° gewonnen (vgl. Tab. 1 und 2). 
Nun kann 4 nach seiner Definition [Gl. (21)] nur größer sein 
als a; nimmt man an, daß z, zwischen 20 und 50 cm liegt, 
so gelangt man auf Grund der angegebenen Werte von A zu 
Zahlenwerten von a, die zwischen 2,2-10* und 3,4-10* liegen, 
die also viel zu niedrig sind. Noch niedriger liegt der aus 
den letzten Versuchen von Lilienfeld unmittelbar berechnete 


1) Umgekehrt sind die Werte von c bei dem Hochvakuumventil, 
wo nur ein geringerer Einfluß der Glaswände zu erwarten ist, klein und 
demzufolge die Exponenten » niedrig. 
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Wert von a (vgl. S. 171), aber auf diesen letzten Wert ist wegen 
der schlechteren Vakuumbedingungen weniger Gewicht zu legen. 

Wir kommen also zu dem Ergebnis, daß bei den Lilien- 
feldschen Messungen ein bestimmter Strom von einer viel 
niedrigeren Potentialdifferenz unterhalten wird, als die Theorie 
voraussehen läßt. Diese Tatsache ist um so überraschender, 
als sich bei den Messungen von Dushman!) mit cylindrischer 
Anordnung der von der Theorie geforderte Zahlenwert mit 
großer Genauigkeit ergeben hat. Nun haben wir allerdings 
bei unserer Berechnung von a den Gasdruck völlig vernach- 
lässigt, d.h. d= 0 gesetzt. Je größere Werte von b wir zu- 
gelassen hätten, zu um so höheren Werten von a wären wir 
gelangt; aber dieser Ausweg erscheint mit dem experimen- 
tellen Befund unvereinbar. Denn Änderung des Gasdıuckes 
in den weitesten Grenzen bewirkt bei weitem noch nicht eine 
solche Änderung in der Neigung der Charakteristik, wie sie 
hier verlangt wird. Viel wahrscheinlicher erscheint dem 
Verfasser, daß eine andere Voraussetzung der Rechnung 
bei den Lilienfeldschen Messungen nicht erfüllt ist, näm- 
lich die Unabhängigkeit der Charakteristik vom Röhrendurch- 
messer. Denn gerade die Versuche, aus denen Lilienfeld 
geschlossen hat, daß die Charakteristik nur von der Strom- 
dichte abhängt (LI, S. 720ff.), sind nicht bei den besten 
Vakuumbedingungen ausgeführt und sind auch nicht unbedingt 
beweisend. Es wäre dringend zu wünschen, daß ähnlich sorg- 
fältige Messungen, wie sie Lilienfeld für einen Röhren- 
querschnitt durchgeführt hat, auch für andere Querschnitte 
gemacht würden. Solche Messungen dürften sich allerdings 
nicht auf die Aufnahme der Charakteristik zwischen zwei 
Sonden beschräuken, sondern es müßte mindestens noch für 
jeden Stromwert die Spannung zwischen Kathode und erster 
Sonde gemessen werden, damit in der oben angegebenen Weise 
der in Betracht kommende Wert von z, bestimmen werden 
kann. Die Aufnahme der Charakteristik zwischen Kathode 
und erster Sonde läuft ja im Grunde darauf hinaus, daß die 
Anfangsbedingungen für die Messung zwischen den beiden 
Sonden den Bedingungen des Versuchs entsprechend bestimmt 


1) 8. Dushman, Phys. Rev. (2) 4 S. 121. 1914; Phys. Ztschr. 15. 
S. 681. 1914. 
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werden. — Von dem Ausfall solcher Messungen müßte — wie 
bei der Frage des Potentialverlaufes — die Entscheidung 
zu erwarten sein, ob man mit den in dieser Arbeit gemachten 
Annahmen auskommt, oder etwas wesentlich -Neues anzu- 
nehmen hat. 

Nachwort. 

Der Vertasser hat die vorliegenden Rechnungen Hrn. 
Lilienfeld mitgeteilt, der dazu in der folgenden Bemerkung 
Stellung genommen hat. Dem Verfasser scheinen die darin 
mitgeteilten Gedanken Hrn. Lilienfelds in jeder Beziehung 
beachtenswert zu sein. Insbesondere ist die Beobachtung, daß 
die Anodentemperatur von der Anodenentfernung unabhängig 
ist, schwer mit unserer Grundannahme (4) zu vereinigen. Aber 
die Theorie läßt sich auch in der Richtung weiter entwickeln, 
daß man die Annahme (4) fallen läßt und durch eine andere 
ersetzt — das ist sogar für höhere Gasdrucke geboten —, 
ohne daß man von den sonstigen Grundlagen der Rechnung 
etwas aufzugeben braucht. 

Trotz dieser Bedenken hat der Verfasser geglaubt, dab 
auch die Untersuchungen des § 3 nicht ohne Interesse sind, 
weil es ihm gerade darauf ankam, zu zeigen, inwieweit man 
das vorliegende Beobachtungsmaterial ohne wesentlich neue 
Annahme erklären kann. 


Zusammenfassung. 


Die Child-Langmuirsche Raumladungstheorie wurde 


nach zwei Richtungen vervollständigt: 


$ 1. Bei ebener Anordnung wurde der Einfluß 
a) positiver Ionen, 
b) eines positiven Anfangsgradienten untersucht. 

§ 2. Bei zylindrischer Anordnung wurde der Einfluß 
positiver Ionen untersucht. 

§ 3. Der Vergleich mit der Erfahrung ergab, daß sich 
sämtliche vorliegenden Stromspannungscharakteristiken durch 
die gewonnenen Formeln wiedergeben lassen; die wesentliche 
Konstante hat jedoch einen viel kleineren Wert, als die 
Theorie verlangt. 


Leipzig, im März 1920. _ 
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(Eingegangen 4. April 1920.) d 
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4. Bemerkung zu Herrn G. Jaffes vorstehender 
Arbeit: „Zur Theorie der Hochvakuumentladung‘; 
von J. E. Lilienfeld. 


Gegen meine Hochvakuumuntersuchungen liegen zurzeit 
zweierlei Einwände vor. Der eine stammt von Hrn. Langmuir 
und geht dahin, daß die von mir beobachtete Charakteristik 
mitsamt den beschriebenen Entladungserscheinungen nur unter 
der Annahme verständlich sei, daß ich in einem sehr unge- 
nügenden Vakuum gearbeitet hätte Hätte ich hinreichend 
sutes Vakuum gehabt, so wäre es überhaupt unmöglich ge- 
wesen, mit den technisch erreichbaren Spannungen eine Ent- 
ladung in der von mir benutzten Röhrenform zu erzeugen. 
Der zweite Einwand stammt von Hrn. Schottky, welcher es 
bedenklich findet, daß ich in meinem Entladungsgebilde die 
Methode der Sondenmessung anwandte. Dieser letztere Ein- 
wand ist von mir kürzlich widerlegt worden, indem ich zeigte, 
daß mit anderen Meßmethoden im wesentlichen die gleichen 
Ergebnisse gefunden werden. 

Hr. Jaffé beanstandet hingegen weder die Methode der 
Sondenmessung, noch die Güte meines Vakuums. Ihm zufolge 
steht der Verlauf der von mir experimentell im besten Vakuum 
beobachteten Charakteristiken im Einklang mit den Forderungen 
der Theorie, insbesondere mit der Funktion, welche sich er- 
gibt, wenn in den von Hrn. Jaffé errechneten Formeln die 
Gasdichte gleich Null gesetzt wird. Auch mein anderes Be- 
obachtungsresultat und die von mir dafür gegebene — auf 
Betrachtung der Raumladung und der StoBionisation der Gas- 
reste fußende — Erklärung, daß die für die Aufrechterhaltung 
einer bestimmten Stromdichte erforderliche Spannung mit ab- 
nehmendem Gasdrucke erst abnimmt, dann wächst und sich 
schließlich einem Grenzwerte nähert, wird durch Hrn. Jaffes 
Rechnung bestätigt. Es besteht nur teilweise eine Unstimmig- 
keit zwischen mir und Hrn. Jaffé hinsichtlich der Art und 
Weise, wie die im höchsten Vakuum beobachteten Kurven ven 


beiden Seiten gedeutet werden. 
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Der Zweck meiner vorliegenden Notiz ist, zur Kenn- 
zeichnung des beiderseitigen Standpunktes auf folgendes auf- 
merksam zu machen. Hrn. Jaffés Betrachtungen liefern sehr 
wohl eine Funktion, welche dem Verlauf meiner Kurven an- 
gepaßt werden kann — zum Teil sogar in einem größeren 
Bereiche als die von mir gegebene empirische Formel. Nichts- 
destoweniger kann es keinem Zweifel unterliegen, daß eine der 
Grundgleichungen (1)bis(5), aus welchen Hr. Jaffé seine Funktion 
errechnet, sich unter den Bedingungen meines Experiments 
auch nicht in erster Annäherung bestätigt findet. Es ist dies 
die Gleichung (4), welche besagt, daß die kinetische Energie 
der Elektronen in einem Querschnitt durch die Potential- 
differenz dieses Querschnittes gegenüber der Glühkathode be- 
stimmt ist. Wäre das in Wirklichkeit auch nur ungefähr der 
Fall, so müßte die Anode einen bei weitem überwiegenden Teil 
der Energie in Gestalt von Elektronenstoß empfangen. Die 
an der Anode freiwerdende Wärme müßte ferner mit der durch 
das Produkt von Strom und Spannung gegebenen Gesamt- 
energie der Entladung zunehmen. Daß dieses nicht zutrifft, 
lehrt einerseits der bloße Anblick der Eutladung; bei weitem 
der größte Teil der Energie wird an die zylindrische Glaswand 
abgegeben, vergleichsweise wenig an die Anode. Andererseits 
zeigt eine Temperaturmessung, daß die Erhitzung der Anode — 


eine konstante Stromstärke vorausgesetzt — unabhängig vom 
Spannungsabfall — also unabhängig von der gesamten um- 
gesetzten Energie — ist.') 


1) Die Änderung der Spannung wird dabei dadurch bewirkt, dab 
man in einem Rohre gegebener lichter Weite mehrere gleiche Anoden 
in verchiedenen Entfernungen von der Glühkathode anordnet; es ent- 
spricht dann einer weiter entfernten Anode naturgemäß stets ein be- 
deutend größerer Spannungsabfall als einer nahe gelegenen. 

Das Ergebnis der Temperaturmessung an der Anode ist gleich- 
zeitig — außer den Sondenmessungen sowie den Spannungsmessungen 
an einer verschiebbaren Anode — ein weiterer Beweis für das Bestehen 
einer zum mindesten sehr angenähert linearen Verteilung des Gefälles 
längs der Achse, welche mit Hrn. Jaffés Betrachtungen für 5 = 0 eben- 
falls nicht verträglich ist. Doch glaubt Hr. Jaffé Entscheidendes in 
dieser Hinsicht erst aus mit größerer Genauigkeit auszuführenden 
Messungen folgern zu können. Ich persönlich kann dem zwar nicht un- 
umwunden beipflichten, will aber fürs erste diese Dinge dahingestellt 
sein lassen. 
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Widerspricht demnach der Ansatz (4) bereits als solcher 
hervorragend charakteristischen Merkmalen der Erscheinung, 
so ist offenbar auch nicht zu verlangen, daß weitere Folge- 
rungen aus den Grundgleichungen mit diesen Merkmalen in 
Einklang stehen. Das ist denn auch tatsächlich nicht der Fall: 
Hrn. Jaffés Betrachtung liefert zwar die Kurvenform meiner 
Charakteristiken, nicht aber ein den übrigen hervorstechenden 
Merkmalen der Erscheinung gerecht werdendes Bild, auch nicht 
annähernd den zahlenmäßigen Wert der zur jeweiligen Strom- 
dichte gehörenden Spannung. 

Der nächstliegende Gedanke wäre der, daß es selbst für 
das beste von mir gehabte Vakuum nicht gerechtfertigt ist, 
die Gasdichte gleich Null zu setzen, daß also die Abweichungen 
von der Theorie durch eine Ionisation der Gasreste bedingt 
sind. Eine solche Annahme würde zwar die Theorie mit 
mancher Beobachtung in Übereinstimmung zu bringen gestatten, 
würde andererseits aber als unabwendbare Konsequenz fordern, 
daß bei abnehmender Gasdichte: 

a) die Erwärmung der Glaswände abnehme, 
b) die Erwärmung der Anode zunehme, solange bis 
~~, e) schließlich die gesamte Entladungsenergie an der 
=, Anode frei wiirde. 

Diesen Folgerungen widerspricht aber die von mir 1910 
erstmalig mitgeteilte Tatsache, daß alle Erscheinungen von der 
Gasdichte unabhängig werden, wenn nur diese letztere unter- 
halb eines gewissen Grenzwertes bleibt. 

Zur Vermeidung eines Widerspruches mit dieser letzteren 
Tatsache habe ich die Annahme vorgeschlagen, daß im Ent- 
ladungsgebilde positive, unabhängig von einer StoBionisation 
der Gasreste durch einen besonderen Dissoziationsvorgang ent- 
standene Elektrizität sich befindet.) Auch aus Hrn. Jaffés 
Rechnungen geht hervor, daß die beobachteten Erscheinungen 
unter der Annahme positiver Ladungen begrifflich abgeleitet 
werden können, ohne daß man zunächst gezwungen wäre, es 
festzulegen, ob die positiven Ladungen durch StoBionisation 


1) Ob bis zur annähernden Aufhebung der Raumladung, wie ich 
es neuerdings meine (L. 1914, S. 42) — oder in einem geringeren Maße, 
wie in meinen ältesten Arbeiten angenommen wird, darf für den Zweck 
vorliegender Auseinandersetzung dahingestellt bleiben. 
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oder sonstwie erzeugt zu denken sind. Denn es ist — und 
dieser Umstand verdient ganz besondere Aufmerksamkeit — 
weder in den Ansätzen (1) bis (5) noch im weiteren Verlaufe der 
Rechnungen irgendeine Annahme eingeführt, welche bindend 
auf StoBionisation hinweisen würde. Die Beziehungen (1) bis(5) | 
sind vielmehr so allgemeiner Art, daß recht verschiedene Vor- 
stellungen von der physikalischen Beschaffenheit der positiven : 
Elektrizität sich mit ihnen vereinbaren lassen. Wenn man 
beispielsweise an Stelle der Raumdichte positiver Elektrizität | 
p in Hrn. Jaffés Gleichungen p + p, schreiben und — sehr 
hohes Vakuum vorausgesetzt — bestimmen würde, daß p mit 
abnehmender Gasdichte verschwindet, während p, sich mit der 
Gasdichte nicht mehr ändert — (wohl aber mit der Elektronen- 
dichte etwa nach Art von Gleichung (5)) — so würde man ver- 
mutlich ein theoretisches Bild erhalten, welches manche Be- 
obachtungen widerzuspiegeln gestatten würde. Dabei könnte 
gegebenenfalls für p, ein anderes Rekombinationsgesetz an- 
genommen werden als für p. Freilich ließe sich mit be- 
deutenden Werten von p, die Beziehung (4) schwerlich ver- 
einbaren, so daß neben der Einführung von p, noch eine 
andere Modifikation des Gleichungssystemes (1) bis (5) vorge- 
nommen werden müßte. 

Was schließlich möglicherweise in entscheidender Weise 
bei der Erklärung meiner Beobachtungen zukünftig mit zu . 
berücksichtigen sein wird, das ist — wie ich es wiederholt 
in der letzten Zeit hervorhob — das eigenartige Verhalten der 
Isolatoren im Hochvakuum dem ElektronenstoB gegenüber. Und 
zwar die von mir dargetane Tatsache, daß die Isolatoren sich 
auch nicht annähernd auf das volle der Elektronengeschwindig- 
keit entsprechende Potential aufladen. 


Leipzig, Physikal. Inst. d. Univ., 29. März 1920. 


(Eingegangen 4. April 1920.) 
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5. Eineneue Bestimmung der absoluten elektrischen 
Widerstandseinheit; 


von E. Griineisen und E, Giebe. 
. (Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt. 


1. Die Vereinbarungen über die internationale Quecksilber- u 
einheit sind aus dem Bedürfnis nach einer praktischen Wider- 
standseinheit hervorgegangen, welche der im absoluten elektro- 
magnetischen Maßsystem definierten, als absolutes Ohm zu be- 

zeichnenden Einheit von 10° cm/sec möglichst nahekommen, aber 
genauer reproduzierbar sein sollte. Dieser Wunsch war sehr 
berechtigt. Denn die bis zum Jahre 1908 vorliegenden Ver- 
suche, die absolute Widerstandseinheit zu verwirklichen, zeigen, 
daß dies nur auf einige Zehntausendstel gelang, d. h. etwa mit 
dem zehnten Teil der Genauigkeit, welche bei der Herstellung 
des internationalen Ohm erreicht wurde. Dies geht aus einem 
kritischen Bericht Dorns?’) über die bis zum Jahre 1894 vor- 
liegenden Messungen des absoluten Ohmwertes hervor, sowie 
aus einer auch die späteren Messungen berücksichtigenden 
Zusammenstellung von F. E. Smith.?) 

Nun liegen die meisten Untersuchungen über das absolute 
Ohm zeitlich mehrere Jahrzehnte zurück. Seitdem ist aber 
die Meßtechnik, insbesondere die elektrische, derart vervoll- 
kommnet worden, daß das auf jenen älteren Arbeiten beruhende 
Urteil über die mäßige Reproduzierbarkeit des absoluten Ohm 
vom heutigen Standpunkt aus nicht mehr als maßgebend an- 
gesehen werden kann. Dies war der Grund, warum auf An- . 


. & 
= 


1) Nach einem am 5. März 1920 in der D. Phys. Ges. rer 
Vortrage. Eine ausführlichere Mitteilung soll in den Wissensch. Abh. 
der Phys.-Techn. Reichsanstalt erscheinen. 
2) E. Dorn, Wiss. Abh. der Phys.-Techn. Reichsanstalt, Bd. 2 
S. 257. 1895. 
3) F.E. Smith, Phil. Trans. Roy. Soc. London(A)214. S.27—108. 1914. 


— 
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regung von Lord Rayleigh gelegentlich der internationalen 
Konferenz für elektrische E:nheiten und Normale zu London 
(1908) sowohl das National Physical Laboratory wie auch die 
Reichsanstalt neue absolute Widerstandsmessungen in Angrift 
nahmen. Das Ziel war, festzustellen, ob nicht mit den heutigen 
Hilfsmitteln die absolute Widerstandseinheit sich mit ähnlicher 
Genauigkeit verwirklichen lasse wie die internationale Queck- 
silbereinheit. Bejahendenfalls würde sich vielleicht die um- 
ständliche und zeitraubende gesetzlich vorgeschriebene Wieder- 
holung des Anschlusses der Drahtwiderstandsnormale an die 
Hg-Einheit durch eine bequemere Absolutmessung der Draht- 
widerstände ersetzen lassen. Eine Veränderung des Betrages 
der gesetzlich festgelegten praktischen Widerstandseinheit 
würde damit nicht einzutreten brauchen. 

Auch von anderen Gesichtspunkten aus ist eine absolute 
Widerstandsmessung von Bedeutung. Zur Bestimmung des 
mechanischen Wärmeäquivalents bedient man sich vielleicht 
am besten der Methode der elektrischen Energiemessung. 


Will man das Resultat in absoluten Eınheiten va ) haben, 


so muß man die benutzten internationalen elektrischen Ein- 


heiten in absolute umrechnen, z. B. den Widerstand in | )- 
sec 


Vies kommt bei der heute erreichbaren Genauigkeit der kalori- 
metrischen Messungen bereits in Betracht. 

Ferner besteht bekanntlich eine der besten Methoden zur 
Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit darin, irgendeine elek- 
trische Größe sowohl im elektromagnetischen, wie im elektro- 
statischen Maßsystem zu messen.') Dabei muß man die im 
internationalen elektromagnetischen Maßsystem gemessene 
Größe in die absolute umrechnen. Benutzt man als solche 
Größe eine Spannung, einen Widerstand oder eine Kapazität, 
so geht in die Umrechnung das Verhältnis der internationalen 
zur absoluten Widerstandseinheit ein. Auch hier kommen 
Fehler dieses Verhältnisses von einigen Zehntausendsteln be- 
reits in Betracht.?) 

Die für die Neubestimmung der absoluten Widerstands- 


1) F.Kohlrausch, Lehrbuch d. prakt. Physik, Abschn. 116a. 
2) Vgl.E.B.Rosa u. N.E.Dorsey, Bull. Bur. of Stand.3. 8.433. 1907. 
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einheit von den beiden Staatslaboratorien gewählten Methoden 

sind grundverschieden. Während im National Physical Labo- 

ratory mit großem Kostenaufwand ein Apparat gebaut wurde!), 

der auf dem Lorenzschen Prinzip der im Magnetfeld rotie- 
renden Scheibe beruht und es gestattet, eine Normalwiderstands- 
büchse niedrigen Betrages (0,001 bis 0,1 2) unmittelbar in 
absoluten Einheiten zu messen, wurde in der Reichsanstalt 
eine andere Methode gewählt, welche die bei Präzisions- ig 
messungen mit Iaduktivitiiten und Kapazitäten von Giebe?) 
bereits gemachten Erfahrungen ausnutzte. Da das Produkt 
aus Induktivität und Frequenz von der Dimension eines Wider- 
standes ist, kann man statt des Verhältnisses der internationalen . 5 
zur absoluten Widerstandseinheit auch das Verhältnis einer 7 
absoluten in 10° cm ausgerechneten Induktivität zu der in u 

int. Henry (= int. Ohm x sec) gemessenen bestimmen. Dieser 

Weg ist bereits früher mehrfach beschritten, wobei als In- 
duktivität eine Wechselinduktion diente) Im Gegensatz . 
hierzu wählten wir Selbstinduktionen, da Giebes Erfahrungen 
sich hauptsächlich auf solche beschränkten, und weil Selbst- 
induktionen zweifellos einfacher nach ihren Längendimensionen 


auszuwerten sind als Wechselinduktionen. u 

Unsere Aufgabe bestand nach dem Gesagten also darin, N \ 
eine oder mehrere Selbstinduktionen — Ohmspulen — herzu- 


stellen und diese einerseits aus ihren Dimensionen zu berech- 

nen, andererseits elektrisch auszuwerten. Die experimentellen 
Arbeiten begannen im Herbst 1909 und wurden noch kurz 2 j 
vor Ausbruch des Krieges abgeschlossen. Die endgültige Durch- _ 
arbeitung konnte erst jetzt erfolgen, während die parallel j 
gehende Untersuchung von F. E. Smith im National Physical 
Laboratory bereits im Jahre 1914 zur Veröffentlichung kam. 

Es würde zu weit führen, alle Einzelheiten der Untersuchung : 

hier vorzubringen, zumal teilweise bekannte Methoden zur j 
Anwendung kamen. Wir möchten uns darauf beschränken, 
hier den Gang der Untersuchung kurz zu skizzieren, wobei 


1) F.E. Smith, a. a. O. 

2) E. Giebe, Zeitschr. f. Instr. Kunde. 29. S. 269. 1909; 31. S. 6. 1911. 

3) Vgl. besonders F. Himstedt, Wied. Ann. 54. S. 805. 1895; 
A. Campbell, Proc. Roy. Soc. London A 87. 8.391. 1912, 00 
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bisher unbekannte Methoden oder Gesichtspunkte hervor- 
gehoben werden sollen, 

2. Wir gehen zunächst auf die Ohmspulen selbst ein. 
Fig. 1 zeigt die drei von uns hergestellten Spulen A, B, C. 
Die Marmorkerne von 35,5 em Durchmesser und 18 bzw. 
38 cm Länge sind mit Nuten von 1 mm Ganghöhe bei 4, 
»/, mm Ganghöhe bei 3 und C versehen, in denen blanker 
Kupferdraht von 0,5 mm Durchmesser unter einem konstanten 
Zug von 1,3 kg Gewicht verlegt ist. Die Enden des Drahtes 
sind an kleinen Konstantanklemmen befestigt. Die Marmor- 
kerne sind von Feuchtigkeit befreit!) und hinsichtlich Leit- 
fähigkeit und Magnetisierbarkeit einwandfrei. Spule 4 hat 
162 Windungen und eine S.-I. von etwa 0,01 Henry; die Spulen 


| 


Fig. 1. 


B und C haben je 447 Windungen und eine S.-I. von etwa 
0,05 Henry. Durch Anbringung von Zuleitungen auf !/, bzw. 
*/, der Spulenlänge von B und C entstanden die Unter- 
abteilungen B, B,, B,,, ©, C,, C,, von je etwa 0,01 Henry, 
von denen auch je zwei benachbarte zu einer Spule von etwa 
0,029 Henry zusammengefaßt werden konnten (B,,., 
C zur Our), Im ganzen standen uns demnach 13 verschiedene 
Selbstinduktionen zur Verfügung von viererlei Spulenform, 
wenn auch von nahe gleichem Durchmesser. 

3. Für die Berechnung der Selbstinduktionen einlagiger 


1) Sie wurden von der Firma Siemens-Schuckert nach dem dort 
üblichen Verfahren imprägniert. 


— 
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Windungsradius A, d.h. der Abstand der Mittelfaser des Drahtes 
von der Spulenachse, die Ganghöhe g, der Drahtdurchmesser d 
und die Windungszahl X. 

Das sieht man z. B. aus der von uns benutzten Lorenz- 
schen Formel mit einer von Rosa angegebenen Korrektion !) 


@ ist lediglich Funktion von #/Ng, A Funktion von d/g, 
B Funktion von X. @ enthält vollständige elliptische Inte- 
grale I. und II. Art, für welche Legendre Tafeln berechnet 
hat. Es sei gleich hier bemerkt, daß an der Gültigkeit dieser 
Formel bis auf ein Milliontel für die von uns benutzten 
Spulenformen nicht zu zweifeln ist.?) 

Wichtig ist die Frage nach dem Einfluß der Beobachtungs- 
fehler von AR, g, d. Die Fehlergleichung für / lautet — u 


AL AR ‚49 


Spulen müssen folgende Bestimmungsstücke bekannt sein: der z 


d 
Die Koeffizienten », y, + hängen etwas von der ee 
ab. Sie betragen z. B. für 
‘ 4 
Spule B + 1,672 — 0,670 — 0,002 m 
1 
—B + 1,456 — 0,4526 — 0,0032 ~ 


Soll der Einzelfehler in / auf 1/100000 beschränkt werden, 
so muß R auf etwa 0,6/100 000, g auf 1,5/100 000, d auf etwa 
3/1000 genau bestimmt sein. 

4. Der Drahtquerschnitt wurde teils aus Gewicht, Länge 
und Dichte, teils aus dem elektrischen Widerstand, Länge und 
spez. Leitfähigkeit bestimmt. Die letztgenannte Methode war 
für die Unterabteilungen von B und C die einzig mögliche, 
da man ja den Draht nicht für die Wägung zerschneiden 
konnte. Wo eine Prüfung möglich war, stimmten beide Me- 


1) L. Lorenz, Wied. Ann, 7. $. 161. 1870; E. B. Rosa und 
L. Cohen, Bull. Bur. of Stand. 5. S. 41. 1908. 

2) Legendre, Traité des Fonetions Elliptiques Bd.2. Tab. I, VIII; 
E. B. Rosa u. L. Cohen, a.a. O.; E.B. Rosa u. F. W. Grover, Bull. Bur. 
of Stand. 8. S. 1. 1911; Tabellen und Beispiele. a. 
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thoden gut überein. Auch die Konstanz des Querschnittes 
längs des Drahtes war gut. 

5. Für die Ganghöhenmessung wurde die zu messende 
Spule unmittelbar hinter den Tisch einer Teilmaschine ge- 
bracht, auf dem der Vergleichsmaßstab lag. Spulenachse und 
Maßstab waren parallel zum Führungszylinder orientiert, der 
auf diesem bewegliche Schlitten trug einen Aufbau, an dem 
erstens ein Mikroskop mit Okularschraubenmikrometer zur 
Ablesung des MaBstubes befestigt war und zweitens die zur 
Einstellung der einzelnen Drahtwindungen bestimmte Vor- 
richtung. Als solche diente bei den endgültigen Messungen 
ein zweites Mikroskop mit Okularschraubenmikrometer und 
ein Tasträdchen mit Nut, das, ähnlich wie bei Kohlrauschs 
bekannter Walzenbrücke, mit sehr geringer Reibung längs 
seiner Achse verschiebbar an die gewünschte Drahtwindung 
federnd angelegt wurde. An der Nabe des Rädchens befand 
sich eine Ringmarke, auf welche das Mikroskop eingestellt 
wurde. Wenn sich der Schlitten der Teilmaschine gegen die 
Spule ein wenig verschob, so blieb das Riidchen, durch die 
Nut festgehalten, am Ort der Drahtwindung, die Marke ver- 
schob sich im Mikroskop. Das Verfahren bei der Messung 
war nun so, daß der Schlitten der Teilmaschine um ganze 
Maßstabintervalle verschoben und alsdann nach Anlegung des 


Rädchens an die gewünschte Drahtwindung das zweite Mikro- - 


skop auf die Ringmarke des Riidchens eingestellt wurde. Was 
die Anzahl der einzustellenden Drahtwindungen betrifft, so 
haben wir nicht jede einzelne Windung eingestellt, sondern 
haben die Messungen an Spule B und C in Stufen zu je 
acht Gängen durchgeführt, nachdem wir uns überzeugt hatten, 
daß eine Unterteilung in Stufen zu vier Gängen die Genauig- 
keit nicht in einem für uns wesentlichen Maße erhöhte. Bei 
Spule 4 wurden wegen der geringen Windungszahl Stufen von 
vier Gängen gewählt. Ein Ausgleich gegen die Vernachlässigung 
der zwischenliegenden Windungen wurde dadurch geschaffen, 
daß nicht in einer, sondern in acht über den Umfang gleich- 
mäßig verteilten Mantellinien Messungsreihen gemacht und in 
verschiedönen Mantellinien auch verschiedene Windungen ge- 
messen wurden, so daß bei dem Mittel der Messungen in 
acht Mantellinien tatsächlich alle Windungen in gleicher Weise 
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berücksichtigt sind. Das Ergebnis der Ganghöhenmessung ist 
in Tab. 1 enthalten. Die Berechnung der wirksamen Gang- 
höhe 7 für eine Mantellinie erfolgte unter Berücksichtigung der 
Ungleichmäßigkeiten längs der Spule, worauf einzugehen hier 
zu weit führen würde. Die in den meisten Fällen gute Uber- 
einstimmung der Mittelwerte aus Mantellinie 1, 3, 5, 7 (Spalte 2) 
mit denen aus Mantellinie 2, 4, 6, 8 (Spalte 3) beweist, daß 
sowohl die Gleichmäßigkeit der Ganghöhe als auch die Zahl 
der Messungen ausreichend gewesen ist; nur Spule (© steht 


Tabelle 1. 


1 
Bezeichnung + Is + Gs + 


der Spule (92+ Ie + Is) SchluBwert 
mm mm mm 
| 

A 0,998 59, | 0,998 59, 0,998 59, 
B 0,749 40, 0,749 40, 0,749 40, 
By +1 38, 37, 38, 
+ 44, 44, 44, 
B 15, 16, 16, 
By 50, 51, 50, 
i 41, 39, 40, 
C 0.749 41, 0,749 42, 0,709 42, 
C + 41, 46, 43, 
11 + 43, 41, 42, 

i 41, 40, 41, 
Cu 44, ü 54, | 49, 
Om 43, 40, 42, 


hinsichtlich der Gleichmäßigkeit der Ganghöhe hinter Spule B 
zurück, was mit der weniger gut gelungenen Herstellung der 
Nut im Marmorkern zusammenhängen mag. 

6. Der Windungsdurchmesser, auf dessen genaue Be- 
stimmung nach der Fehlergleichung besonders viel ankommt, 
sollte nach zwei voneinander unabhängigen Methoden bestimmt 
werden; einmal durch Messung einzelner Durchmesser mit Hilfe 
eines Komparators, zweitens durch Messung der gesamten auf- 
gewundenen Drahtlänge. Da ein geeigneter Komparator weder 
in der Phys.-Techn. Reichsanstalt noch in der Reichsanstalt für 
Maß und Gewicht vorhanden war, hat Hr. Göpel einen Apparat 
in der Werkstatt der Reichsanstalt bauen lassen, über dessen 
Einzelheiten er selbst vor längerer Zeit berichtet hat.!) Die 


1) F. Göpel, Zeitschr. f. Instrumentenkunde 34. S. 180. 1914. 
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Messungen ließen sich mit diesem Apparat auf wenige u 
genau bequem ausführen und lieferten uns aus den zahlreichen 
an jeder achten Windung in 4 um 45° gegeneinander geneigten 
Axialebenen gemachten Einstellungen einen Spulendurchmesser, 
der sich von dem gesuchten Windungsdurchmesser um die 
Drahtdicke unterscheidet. Bei der Berechnung des für die 
S.-I. wirksamen Windungsdurchmessers wurde wieder, wie bei 
der Ganghöhenberechnung, den Ungleichmäßigkeiten in der 
Weise Rechnung getragen, wie es die Theorie der Lorenz- 
Rosaschen Formel verlangt. 

Die Drahtlängenmessung erfolgte bereits bei der Bewick- 
lung der Spulen. Den mittleren Durchmesser einer Draht- 
spule aus der Linge des aufgewundenen Drahtes und der 
Windungszahl zu bestimmen, ist eine häufig angewandte Me- 
thode!), welche jedoch in der üblichen Form — nämlich bei 
Unterteilung der gesamten Drahtlänge in mehrere mit einem 
Maßstab zu vergleichende Abschnitte — nicht leicht die von 
uns angestrebte Meßgenauigkeit von 1/100000 hätte erreichen 
lassen. Wir änderten: deshalb die Methode dahin ab, daß 
wir als Vergleichsmaß statt des Maßstabes eine, bzw. nach- 
einander mehrere leicht drehbar gelagerte Meßscheiben be- 
nutzten, über deren Umfang hin der Draht mit konstanter 
Spannung auf die Spule auflief. Fig. 2 läßt das wesentliche 
der Versuchsanordnung erkennen: rechts die Marmorwalze X, 
auf einer Drehbank zwischen Spitzen gelagert; von hier läuft 
der Draht über die Meßscheibe $ und durch die Nut eines 
Führungsrädchens f, zur Flaschenzugrolle /, an welcher eine 
Wagschale mit Belastungsgewichten von 2 kg hängt. Von F 
läuft der Draht wieder hinauf und über die Führungsrolle f, 
zur Vorratswalze W. Der Support der Drehbank, welcher 
Meßscheibe und Führungsrollen trägt, wird automatisch wäh- 
rend einer Walzenumdrehung um den Betrag einer Ganghöhe 
weitergeführt, so daß sich der über die Meßscheibe laufende 
Draht von selbst ohne besondere Führung in die Nut der 
Marmorwalze einlegt. Die Anzahl der Spulenwindungen wird 


1) Vgl. z.B. F. Himstedt, Wied. Ann. 26. S. 547. 1885; P. Janet, 
F. Laporte, R. Jouaust, Bull. de la Soc. int. des Electriciens 8. 
$459. 1908.0 
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so gewählt, daß auch die Meßscheibe nach Abschluß der Be- 
wicklung möglichst nahe eine volle Zahl von Umdrehungen 
gemacht hat, was mittels Libellen Ly und Ls an den Rotations- 
körpern erkannt wird. Die kleine positive oder negative 
‚Strecke A, um welche der mit Marken versehene Draht noch 
zurück- oder vorgeführt werden muß, um die Zahl der Scheiben- 
umdrehungen voll zu machen, kann mit einer gewöhnlichen 
Millimeterteilung (in Fig. 2 angedeutet) nachgemessen werden. 

Ist D, der Durchmesser des Spulenkerns, Ds der der 
MeBscheibe, d die Drahtdicke, Vy, N; die Umdrehungszahl des 


Spulenkerns bzw. der Meßscheibe, so ist die Drahtlänge der 
voll bewickelten Spule 7 


a(Dy + d)Ny = a(Dy +4, 
also 
Ns 4 

Dy +d=(Ds + d) 
Dy, +d gibt den mittleren Windungsdurchmesser der Spule 
bzw. den Durchmesser der Zylinderfläche, auf der die Mittel- 
faser des Drahtes liegt. Auf die Kenntnis dieses Durchmessers 
kommt es aber gerade an. Als Fehler gehen in die Be- 
stimmung ein die Fehler im Meßscheiben- und Drahtdurch- 
messer; Vy, N; sind fehlerfrei, 4 praktisch ebenfalls. 

Die Messungen nach dieser Methode ließen sich außer- 


: 

X 

te 
Fig. 2.’ 
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ordentlich genau reproduzieren, solange man mit derselben 
MeBscheibe arbeitete, jedoch stimmten die mit verschieden 
großen Meßscheiben gefundenen Drahtlängen nur dann über- 
ein, wenn man den Drahtdurchmesser etwas kleiner in Rech- 
nung setzte, als er sich unter Annahme kreisförmigen Quer- 
schnitts nach den früher genannten Methoden ergab. Wir 
mußten hieraus schließen, daß der Draht elliptischen Quer- 
schnitt hat und sich beim Laufen über die Meßscheibe flach 
auflegt, so daß die kleine Achse der Querschnittsellipse an- 
statt des Kreisdurchmessers für die Drahtlängenberechnung 
in Betracht kommt. Insofern sich nun der Draht beim Aul- 
wickeln auf die Marmorwalze ebenso legt wie auf die Meßscheibe, 
was durch Marken auf dem Draht leicht kontrolliert werden 
kann, ist auch von dem komparatorisch gefundenen äußeren 
Spulendurchmesser für die Berechnung des Wiudungsdurch- 
messers der Spule die aus den Meßscheibenversuchen ermittelte 
kleine Achse der Querschnittsellipse des Drahtes in Abzug zu 
bringen. Die Abrollmethode bildet also eine notwendige Er- 
gänzung der komparatorischen Durchmesserbestimmung. Die 
Abrollmethode hätte zwar für sich allein um so richtigere 
Windungsdurchmesser ergeben müssen, je mehr Meßscheiben 
verschiedenen Durchmessers wir benutzten. Da wir jedoch 
beim Bewickeln unserer Spulen noch nichts von der Elliptizität 
des Draltquerschniits wußten, benutzten wir bei Spule 4 
und B nur zwei, bei Spule C sogar nur eine Meßscheibe. Wir 
waren daher genötigt, für die Aufstellung der endgültigen 
Draht- und Windungsdurchmesser folgende Regel festzusetzen. 
die sich darauf gründet, daß eine zu klein genommene Draht- 
dicke bei der Abrollmethode zu einem zu niedrigen, bei der 
Kon;paratormethode zu einem zu huhen Windungsdurchmesser 
führt, ein Fehler im Drahtdurchmesser also beide Methoden 
im entgegengesetzten Sinne beeinflußt: Wir wählen den Draht- 
durchmesser. so, daß. die komparatorische Messung des Windungs- 
durchmessers übereinstimmt mit dem Resultat aus den Abroll- 
versuchen. Ein Beispiel, bei dem zwei MeBscheiben ($ 100 
und $150) von 100 bzw. 150 mm Durchmesser benutzt wurden, 
wird dieses deutlicher machen. 


Für den Windungsdurchmesser von Spule 4 wurde an ver- 
schiedenen Tagen mit d = 0,515, mm gefunden (bei 18° C) 
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a aus S100 S150 kompar. 
= mm 2 
354,907, 354,897, 
908, 896, 
909 898 


7 1 
897, 
Mittel: 354,908, 354,897, 354,882, 


Der Gang der Zahlen stimmt mit der Annahme, daß die 
wirksame Drahtdicke kleiner ist, als die aus der Annahme 
kreisförmigen Querschnitts berechnete. Wählen wir ent- 
sprechend der obigen Regel 


d = 0,509, mm, 
so ergibt sich 


ry aus Ss 100 S150 kompar. 
mm mm 


354,890, 354,884, 354,887, 


Jetzt stimmt der komparatorische Wert mit dem Mittel 
aus den MeBscheiben überein. Die in dieser Weise eindeutig 
definierten Windungsdurchmesser wurden der Berechnung der 
Selbstinduktion zugrunde gelegt. Die Zahlen sind in Tab. 5 
unter 2Ryomp. mitgeteilt, wobei sich Gelegenheit bietet, sie 
nach einer vollständig anderen, von der bisherigen unab- 
hängigen Methode nachzuprüfen. 

7. Aus den bisher besprochenen Messungen ergeben sich 
die nötigen Daten, um nach der Lorenz-Rosaschen Formel 
die Selbstinduktionen der Spulen A, B, C und ihrer Unter- 
abteilungen zu berechnen. Die Ergebnisse der Berechnung 
sind in Tab. 4 angegeben, wo sie gebraucht werden, um das 
Verhältnis der berechneten zur international gemessenen Selbst- 
induktion zu bilden. 

8. Wir wenden uns nunmehr zur Messung der Selbst- 
induktion in internationalen elektrischen Einheiten. Nach 
mancherlei Vorversuchen wählten wir folgenden Weg. Die 
Selbstinduktion Z wird nach einer modifizierten Maxwellschen 
Brückenmethode in Beziehung gesetzt zu einer Kapazität C 
und zum Produkt zweier Widerstände nach der Gleichung 

[2)=[Cr, r,) = [Farad Ohm?]. 


Annalen der Physik. IV. Folge. 63. 
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Die Kapazität wird absolut im int. elektromagnetischen Mab- 
system nach der Maxwellsehen Unterbrechermethode bestimmt, 
entsprechend der Gleichung RN 


1 sec 

(=| = 

wo n die Zahl der Kondensatorladungen/sec, r einen Wider- 
stand bedeutet. Durch Kombination beider Methoden findet sich 


[L] = | = [int. Ohm sec]. 


Als Widerstände dienten Wolffsche Normalwiderstands- 
büchsen oder auch, bei den. Wechselstrommessungen, aus 
bifilar ausgespanntem Man- 
ganindraht besonders her- 
gestellte Widerstände von 
möglichst geringer Kapazi- 
tät und Selbstinduktion. 
Sämtliche Widerstände 
wurden so häufig an die 
Drahtwiderstandseinheit 
der Reichsanstalt ange- 
schlossen, daß ihr Wert 
3 jederzeit auf wenige Mil- 

liontel bekannt war. 
Fig. 3. Erde Als Kondensatoren dien- 
ten die teils von Giebe, 
teils von Schering und Schmidt!) aus kreisförmigen Platten 
einer Aluminiumlegierung gebauten Luftkondensatoren, die ins- 
gesamt eine Kapazität von 0,2 « F darstellten. Die absolute 
Messung der Kapazität erfolgte nach der Maxwellschen 
Unterbrechermethode. Die hierfür an der Reichsanstalt ständig 
vorhandene MeBeinrichtung ist früher schon von Giebe?) be- 
schrieben und nur durch einen anderen Motor und Touren- 
regler verbessert worden. Die Genauigkeit der Messung be- 

trägt etwa 1/100 000. 

9. Die Maxwellsche Brückenmethode zur Bestimmung 
des Verhältnisses Z4:C wird durch Fig. 3 veranschaulicht. In 


1) E. Giebe, a. a. O. 1909; H Schering u. R Schmidt, Zeitschr. 

f. Instrumentenkunde. 32. S. 253. 1912. ve , DER 
2) E. Giebe, a. a. O. 1909. 
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Zweig 3 liegt die Ohmspule mit der Selbstinduktion / und 
dem kleinen Widerstand r,; r,, Ts; r, sind Wechselstromwider- 
stände kleiner Kapazität und Selbstinduktion. C ist eine große 
Kapazität von 0,1 bzw. 0,2 uF aus Luftkondensatoren. Bei 
A und B ist ein Wechselstrom zugeführt, dessen Frequenz 332, 
500 bzw. 720/sec betrug. Zwischen / und @ liegt ein aut 
die Frequenz des Wechselstromes abgestimmtes Vibrations- 
galvanometer, das die Stromstärke 10® bei Frequenz 300 noch 
anzeigt. Die ursprünglichen Maxwellschen Bedingungen für 
die Stromlosigkeit des Galvanometerzweiges sind 
r, r, = ls 
=rr,C. 
Beide Bedingungen lassen sich dies unabhängig voneinander 
erfüllen, wenn man r, und C verändert. In Wirklichkeit sind 
diese Gleichungen deshalb nicht streng richtig, weil in den 
Brückenzweigen störende Induktivitäten und Kapazitäten vor- 
handen sind, die sich nicht vermeiden lassen. Wenn man 
diese berücksichtigt, erhält man die zweite Gleichgewichts- 
bedingung in folgender Form: 
LerriC+e) (7, A, + — 
wo C die Kapazität fester Luftkondensatoren, c, die eines 
kleinen Drehkondensators bedeutet, k, k, k, aber aus Kapazität 
und Induktivität der Zweige 1, 2, 4 zusammengesetzte, kapa- 
zitiv wirkende Größen sind. Diese einzeln zu bestimmen 
würde sehr umständlich sein und wahrscheinlich nicht zu der 
gewünschten Genauigkeit führen. Wir haben deshalb einen 
Kunstgriff angewendet, durch den das ganze Korrektionsglied 
eliminiert wird. 

Wir ersetzen die Spule durch einen dünnen Bifilardraht 
gleichen Widerstandes von berechenbarer kleiner Selbst- 
induktion 7 und schalten die Kapazität C ab. Dann müssen 
wir, um das Gleichgewicht der Brücke herzustellen, die Ein- 
stellung ce, des Drehkoudensators ein wenig verändern auf c,. 
Im übrigen bleibt alles unverändert, daher gilt 


+r,k, —1,kh,). 


l=rro— 


Durch Kombination beider Gleichungen folgt 
L—-I=rr,(C+ de). 
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Die kleine Kapazitätsänderung 4¢ =c,—c, wird der Eich- 
tabelle des Drehkondensators entnommen, 7 wird nach der 
bekannten Formel fiir Bifilardriihte berechnet, das Produkt 
,*7, und C werden unmittelbar im Anschluß an die vorigen 
Brückeneinstellungen gemessen. Damit sind alle Stücke für 
die Berechnung von Z bekannt. Die störenden Einflüsse sind 
durch unsere Hilfsmessung eliminiert, die Einfachheit der 
Maxwellschen Gleichgewichtsbedingung ist wieder hergestellt. 

Nicht eliminiert wird natürlich die Wirkung der Spulen- 
kapazitiit selbst, welche sich darin äußert, daß man für ver- 
schiedene Frequenzen etwas verschiedene Z findet. Die Um- 

rechnung auf die Frequenz Null 

c : ist in Anbetracht der höchstens 

i! : 15 Milliontel betragenden Kor- 
' rektion einwandfrei. 

10. Das Verfahren wird nur 
Erfolg haben bei wohldefinierten 
Kapazitäten und Induktivitäten 
ae Br, der Briickenzweige. Wie solche 

nach Giebes triiheren Unter- 
bal Strom suchungen zu schaffen sind, 
zeigen die Figg. 3 und 4, deren 
eine die elektrische Abschützung 
7h a) und Erdung der Briicke, deren 
andere die bifilare Leitungs- 
führung schematisch skizziert. 

11. Die beschriebene Methode ist nun auch zum Vergleich 
zweier Selbstinduktionen gleichen oder verschiedenen Betrages 
besonders gut geeignet. Die Selbstinduktionen werden nach- 
einander in die Brücke eingeschaltet. Haben sie verschiedene 
Größenordnung, so wird das Widerstandsprodukt r, r, ungefähr 
im Verhältnis der Selbstinduktionen verändert. Schließlich wird 
die Nulleinstellung der Brücke mittels des kleinen Drehkonden- 
sators bewirkt. C bleibt unverändert, so daß sich eine ab- 
solute Kapazitätsmessung erübrigt. In Tab. 2 sind einige Ver- 
gleichsmessungen angeführt, die sich über einen weiten Zeit- 
raum verteilen. Die Abweichungen A der Einzelmessungen 
vom Mittel betragen nur wenige Milliontel. Etwa die gleiche 
Genauigkeit wurde beim Vergleich der Unterabteilungen mit 


r 


-~ 
= 
A 


; 


> 
7 
d 
N 
d 


Neue Bestimmung der absoluten elektr. Widerstandseinheit. 193 


Tabelle 2. 
Messungen des Verhältnisses zweier 8.-I. 


Datum B:C A 


6.11. 13 1,000416, 1,0 + 10% 
7. 11. 18 418, + 0,4 
16. 12. 13 417, 0,7 


16. 12. 13 419, 
17. 12. 18 | 416, 
21. 4.14 418, +06 # | ; 


14. 5.14 419, + 1,2 


Mittel = 1,000417, 


Datum C:A | 4 
6. 12. 13 5 — 13466,8 - 10%) 1,8. 10° 
ys 30. 1.14 5+ (1 — 18465,2-10°  — 0,2 
2 15. 5. 14 5 + (1 — 13462,9 - 10°%) + 2,1 
Mittel = 5 - (1 — 13465,0 + 1078) 


Tabelle 3. 


Messungen der §.-I. von Spule B. 


| 4 
| 0,05 x 
20. April 1 + 66- 10° — 7.10% 
1 +82. 10% + 9-10°° 
a 1+ 72-10' - 1-10° 
1. Mai 1 + 87- 10% +14- 10% 5 
1+ 91-10% +18 + 10°6 
1 + 67-10% — 6- 
1 +78. 10° + 5- 10° 2 
1 +69 10° 4.10% 
1+ 73- 10% + 0.10% 
1 +67. 10% 6+ 10% 
er 1 65 - 10° 8- 10° ae 
1 + 66 10° 
1 + 70 - 10% — 3.10% 
1+74-10° + 1.10% 
Mittel: Z = 0,05 (1 + 73 - 10°) int. H. 


den ganzen Spulen 3 und C erreicht. Aus dieser großen Ge- 
nauigkeit werden wir nachher Nutzen ziehen. 

12. Weniger genau sind natürlich die absoluten Bestim- 
mungen der Selbstinduktionen, deren jede eine absolute Messung 
der Kapazität C einschließt. Das sieht man aus Tab. 3, welche 


| 
| 
| 
| 
= 


a sämtliche Absolutmessungen von Spule B wiedergibt. Für 
j Spule 4 und C ergaben sich aus 6 bzw. 16 Einzelmessungen 
mit Fehlern der gleichen Größenordnung wie in Tab. 3 die 


Mittelwerte: 
Spule 4: L = 0,010 133 11 int. H. . u 
„ 0: L=0,0499883 „ „ 
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J 
, + Mit Hilfe der Verhältniszahlen B:C und C: A sind die für 4 
Bi und 2 erhaltenen Zahlen auf C umgerechnet. Dann ergeben 
. sich für Spule C die gut übereinstimmenden Werte: 
- 
direkt: Z = 0,05 (1— 334 - H. 
aus Au. C/A: L = 0,05(1—333 - 10°) „ 
aus Bu. B/C: L = 0,05(1—345 - 10°) „ 
Aus allen auf diese Weise für C gefundenen Zahlen ist das Mittel 
L = 0,05 (1 —338 - 10°°) H. 
gebildet, aus dem wiederum mit Hilfe der genau bekannten 
g g 
Verhältniszahlen die endgültigen Selbstinduktionswerte für 
8 Spule A, B und alle Unterabteilungen von B und C in intern. 
elektr. Einheiten abgeleitet sind (vgl. Tab. 4). 
Tabelle 4. 
u Verhältnis V der $.-I.-Werte im absoluten und internationalen Maße. 
L L Mittel fiirjede 
in 10° cm in int. Henry Maps. “nt. Spulenform 
A 0,010 138 20, | 0,010 188 06 | 1,000 50, 1,000 50, 
B 0,050 029 66 0,050 004 0 1,000 51, 1,000 51, 
Ren 0,028 681 96, 0,028 667 24, | 1,000 51, ||, 000 54 
B 0,028 684 07, 0,028 669 39 1,000 51, || a 
+ 6 ’ 0 ’ 2 
BB 0,010 261 05, | 0,010 255 8%, | 1,000 50, 
TE ' 0,010 261 09, 0,010 255 80, | 1,000-51, 1,00 50, 
he 0,010 262 03, 0,010 256 95, | 1,000 49, 
c 0,050 009 65 0,049 988 1 1,000 58, 1,000 58, 
A 0,028 672 28, 0,028 656 77, | 1,000 54, |, n00 59 
Cuzm 0,028 672 68, 0,026 658 32, | 1,000 49, ’ 0 
C; 0,010 257 73, 0,010 251 98, 1,000 56, 
u 0,010 258 06, 0,010 252 88, 1,000 50, | 52, 
- 0,010 257 60, 0,010 252 50, 1,000 49, 
Gesamtmittel 1,000 51, 
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13. Indem man die früher in absolutem Maße berech- 
neten Selbstinduktionswerte durch die jetzt im internationalen 


Maße erhaltenen dividiert, erhält man die in Tab. 4 zusammen-. 


gestellten Verhältniszahlen, welche zugleich das Verhältnis des 
internationalen Ohm zum absolüten Ohm darstellen. 

Die Übereinstimmung der Ergebnisse aus den drei ver- 
schiedenen Ohmspulen ist in anbetracht der mancherlei Fehler- 
möglichkeiten ausgezeichnet. Bei Spule & ist auch die innere 
Übereinstimmung zwischen der ganzen und den Teilspulen aus- 
gezeichnet, bei Spule C ist diese weniger gut. Es macht den 
Eindruck, als habe sich in dem ersten Drittel ein Fehler ein- 
geschlichen, der auch auf C und C entsprechenden Einfluß 
nimmt. 

Das Gesamtmittel haben wir erst gebildet, nachdem die 
Teilspulen gemäß ihrer geringeren Genauigkeit zunächst für 
sich gemittelt waren. 


14. Wir waren der Ansicht, daß die noch verbleibende 
Unsicherheit dieser Zahl in erster Linie durch den Windungs- 
durchmesser bedingt ist. Deshalb war es von großem Wert, 
daß wir bei den Spulen 3 und C dank ihrer Unterteilung und 
dank der außerordentlichen Genauigkeit der elektrischen Re- 
lativmessungen eine interessante, bisher unbekannte Methode 
anwenden konnten, welche es gestattet, ohne Kenntnis des 
Windungsdurchmessers, lediglich aus der Ganghöhe, dem Draht- 
durchmesser und den elektrischen Messungen sowohl den 
Windungsdurchmesser wie das Verhältnis /= ane = zu be- 
rechnen. Das Prinzip der Methode besteht darin, daß man in 
die Formeln zur Berechnung der Selbstinduktionen der ganzen 
Spule und ihrer Teile für den Windungsdurchmesser einen solchen 
Wert einsetzt, daß das Verhältnis der berechneten Selbstinduktionen 
übereinstimmt mit dem Verhältnis der elektrisch gemessenen, oder, 
was dasselbe ist, daß das aus der ganzen Spule und ihren 
Teilen berechnete Verhältnis /’ konstant herauskommt. Wie 
eingangs erwähnt, sind die Koeffizienten der Fehlergleichung 
für die Formen der ganzen Spule und ihrer Teile nur wenig 
verschieden. Dieser geringe Unterschied genügt aber, um bei 
falscher Wahl des Durchmessers um '/,,. 49) eine Unstimmig- 
keit zwischen dem Verhältnis der berechneten S.-I. und dem 


~ 


— 
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elektrisch gemessenen Verhältnis zweier Spulenformen hervor- 
treten zu lassen. Wie man so ein Urteil über den richtigen 
Durchmesserwert gewinnen kann, erkennt man aus der 
graphischen Darstellung in Fig. 5. Diese zeigt, wie das Ver- 
hältnis 7 von Spulenform zu Spulenform bei verschiedenen 
Annahmen über den Windungsdurchmesser sich ändert. Von 
Kurvenzug zu Kurvenzug steigt der Durchmesser von einem 
beliebigen Näherungswert aus um 1/,,, 99, Seines Wertes an. 
Der Einfluß des Durchmessers nimmt entsprechend dem 
wachsenden Koeftizienten in der Fehlergleichung (Abschnitt 3) 


1000530 
108) 
820. a gilt für Mittel aus 
Gy Cu, Om 
Cons 
e gilt für ganze Spule C 
= 
1 480 d gilt fiir Mittel aus 
470F 2(C,, Cy), 2(Cy, Cu) 
N ) 
| itt für 21(C, 
450+ + (Cy, Cm) + (Cy, Om) 
640 [2R)} f fiir = 
2 Cm), 2(Cram, Cr 


Fig. 5. 
Elektrische Bestimmung des Windungsdurchmessers und des 
Verhältnisses V für Spule ©. 


von links nach rechts zu. Die ersten drei Punkte beziehen 
sich auf die unter a, 5, e angegebenen Selbstinduktionen, die drei 
nächsten Punkte auf die unter d, e, f angegebenen Wechsel- 
induktionen verschiedener Spulenteile aufeinander. Die letzt- 
genannten Punkte sind von den ersten abhängig, ergeben also 
nichts neues, sie sind nur mit aufgeführt, weil bei ihnen eine 
Durchmesseränderung verhältnismäßig viel ausmacht. 

Aus der Fig. 5 geht deutlich hervor, daß eine Erhöhung 
des ursprünglich angenommenen Durchmessers um etwa 
00000 am wahrscheirlichsten ist, indem dann die /-Werte 
der verschiedenen Induktivnen die beste Konstanz zeigen. 


| 
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Durch Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate erhält u 7 
man als wahrscheinlichste Werte für 7 j 7 
aus Spule B = 1,00050, , 
= aus Spule © 7= 1,0009, 


beide Zahlen in vorziiglicher Ubereinstimmung mit unserem 
früheren Mittelwert 1,00051, (Tab. 4). Dies beweist schon, 
daB auch die nach der elektrischen Methode gefundenen . 
Windungsdurchmesser der Spulen B und C ziemlich gut mit 

den komparatorischen übereinstimmen müssen. Tab. 5 gibt _ 
die Werte von 2Rxomp. und 2%. sowie ihre Differenz in u 
an. Der Unterschied liegt bei B durchweg unterhalb '/, so 000 ; u 
bei C finden sich größere Abweichungen, die wieder auf einen 
Fehler in C, hinweisen, den zu vermuten wir schon oben An- 
laß hatten. Eine Aufklärung können wir hierfür nicht geben. 


Tabelle 5. 
Vergleich der direkt gemessenen wirksamen Windungsdurchmesser mit 
den aus den elektrischen Relativmessungen in Verbindung mit den 
Ganghöhewerten abgeleiteten Durchmessern. 
Spule 2 2h. Spule | 2 Romp. 2hy = 
em em m em em u 
B 35,480 8, 35,4806, +23,7| C 35,471 7, 35,471 0, + 6,6 \ 
B,, 35,479 7, 35,479 4, | 35,471 8, 35,4709, + 8,8 
Buzı 35,482 5, 35,4823, +1,5 | Cy, 35,4720, 35,4719, + 1,0 
35,477 0, 35,4770, +02 | C, 35,470 7, 35,469 2, +15,8 
B, 35,482 2. 35,4819, +33 | Cy 35,472 9, 35,4727, + 1,9 
By, 35,482 7, 35,4828, —0,6 | Cy, 35,4710, 35,4711, — 1,6 


15. Fassen 
würden wir am 


wir unsere gesamten Resultate zusammen, so 


rahrscheinlichsten halten: 


1 int. Ohm = 1,00051 abs. Ohm. 


Die Länge der Quecksilbersäule von 0° und dem gesetzlich 
vorgeschriebenen Querschnitt, welche ein absolutes Ohm dar- 
stellt, beträgt demnach 


| 
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während die Dornsche Zusammenstellung zu der Zahl 
106,28, + 0,03 cm führte. 

Nach der einzigen mit der unsrigen vergleichbaren 
Untersuchung, der eingangs erwähnten Bestimmung von 


F. E. Smith, ist 
1 int. Ohm = 1,00052 abs. Ohm. 


Beim Vergleich mit unserer Zahl ist jedoch zu beachten, daß 
die internationalen Widerstandseinheiten der beiden Staats- 
laboratorien nicht genau einander gleich sind. Nach den im 
Juni und Juli 1914 an einer Normalbüchse von 0,1 2 der 
Reichsanstalt in Teddington und in Charlottenburg ausgeführten 
Messungen ist 

1 int. Ohm p. 7. R. = 1,00003, int. Ohm N.P.L. - 


Ältere Vergleiche!) vum Jahre 1910 ergaben fiir dieses Ver- 
hältnis 1,00002,. Rechnet man mit 1,00003, so folgt 7 


1 abs. Ohmp 7 x. = 1,00004 abs. Ohmy p.ı. . 


Dieser Unterschied folgt auch unmittelbar aus der im Juli 1914 
in Teddington vorgenommenen absoluten Messung unserer 
0,1 2-Widerstandsbüchse im Vergleich mit unserer absoluten 
Messung. Die beiden absoluten Widerstandsmessungen stimmen 
also auf */,9 999 überein. Smith schätzt den Fehler seiner 
Absolutmessung auf + 7/15 49. Wir glauben einen Fehler 
der Absolutmessung von + °/,o0000 zulassen zu müssen. Der 
Unterschied beider Messungen liegt daher innerhalb der mög- 
lichen Fehlergrenzen. Die absolute Widerstandseinheit läßt 
sich also heute tatsächlich mit ähnlicher oder gleicher Genauig- 
keit reproduzieren wie die internationale Hg-Einheit. 

7 16. Die Konsequenzen unserer Messungen fiir die ein- 
gangs erwähnten Wärmeäquivalent- und Lichtgeschwindigkeits- 

messungen stellen sich folgendermaßen dar: 

Nach einer vor wenigen Jahren von Jaeger und von 

_Steinwehr?) durchgeführten Untersuchung beträgt 


1 g-cal (15°) = 4,184, [Joule = Af, Ant. sec]. <{* 


1) W. Jaeger u. H. v. Steinwehr, Zeitschr. fiir Instrumenten- 
kunde 33. S. 304. 1918. 
2) W.Jaegeru.H.v.Steinwehr, Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1915, 
S. 424; Verh. d. D. Phys. Ges. 21. S. 25. 1919. 
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Nun stimmt nach unserer heutigen Kenntnis das internationale 
Ampere sehr nahe, d. h. auf wenige Hunderttausendstel mit 
0,1 [CGS] überein. Daher kommt für die Umrechnung des 
Wärmeäquivalents in Erg wesentlich nur der Unterschied des 
internationalen und absoluten Ohm in Betracht. Da das inter- 
nationale Ohm um %/,,,,, zu groß ist, muß die oben an- 
gegebene Zahl um den gleichen Betrag erhöht werden. Man 
erhält demnach 

1 g-cal (15°) = 4,186, - 107 [Erg]. 


Was die Lichtgeschwindigkeit betrifft, so wurde im 
Bureau of Standards von Rosa und Dorsey’) für die Quadrat- 
wurzel aus dem Verhältnis: der elektrostatischen zur elektro- 
magnetischen Kapazität eines Luftkondensators — 

c = 2,9971 - 1010 | 

sec 
Führen wir statt des internationalen das absolute Ohm ein, 
so erhöht sich die Zahl um *°/,, .,, auf 


ce = 2,9979 - 10° [cm/sec] = 299 790 [km/sec] + 30, 


während die besten neueren Lichtgeschwindigkeitsmessungen 
folgende Zahlen ergaben: 


u Michelson?): ce = 299 850 [km/sec] + 60, FR 


Newcomb?): c = 299 860 » +50, 
Perrotin®’): c = 299880 - + 50. 


Durch die Berücksichtigung des absoluten Ohmwertes werden 
demnach die beiden Methoden innerhalb ihrer Fehlergrenzen 
so ziemlich in Übereinstimmung gebracht. 

Zum Schluß möchten wir unserem Dank für die mancherlei 
Hilfe durch Rat und Tat Ausdruck geben, durch die uns die 
zeitraubende und miihsame Arbeit erleichtert wurde. Der 


1) a.2. 0. 8. 601. 
2) Vgl. A. Winkelmann, Handbuch der Physik, 2. Aufl. Bd. 6. 
S. 478. 1906. 
3) Perrotin, Compt. rend. 135. 5S. 883. 1908. 
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wertvollen Mitarbeit unseres Kollegen, Prof. Göpel, haben wir 
bereits gedacht. Bei der Zurückführung unserer Längen- 
messungen auf das Normalmeter halfen uns unser Kollege 
Dr. Werner und der verstorbene Dr. Reimerdes von der 
Reichsanstalt für Maß und Gewicht. Dauernde Unterstützung 
fanden wir endlich durch Hrn. Schuster, der von Beginn bis 
zum Schluß der Arbeit uns zur Hand war, und bei den Hrn. 
Keßner und Gutmann, die uns einen Teil der mühsamen 
Messungen und Rechnungen abnahmen. 
ge 4. April 1920.) 


Druck von & Wittig in Leipzig, 
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